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连续 介质 力学 (Centinuum Mechanics) ,从 广义 上 讲 , 它 是 以 连续 介质 假设 为 基础 的 
众多 力学 学 科 的 总 称 , 例 如 演 体 力学 .水 利 力学 .气体 动力 学 .弹性 力学 .塑性 力学 . 召 炸 力 
学 等 均 属 于 连续 介质 力学 的 范畴 。 它 是 一 般 的 力学 专业 .工程 力学 专业 ,爆炸 力学 专业 等 
最 重要 的 共同 基础 或 专业 内 容 。 

连续 介质 力学 是 经 典 理论 力学 的 发 展 。 作 为 力学 , 它 当 然 是 研究 连续 介质 的 去 观 性 状 
的 , 即 研 究 物 质 的 宏观 机 械 运 动 , 而 不 管 物 质 的 真实 微观 结构 ,尽管 物质 是 由 大 量 的 分 子 
组 成 .因此 ,连续 介质 不 对 物质 的 真实 微观 结构 作 任 何 探讨 ,但 与 物质 结构 理论 并 不 了 矛盾 ， 
而 是 相辅相成 的 。 物 质 结构 理论 研究 的 是 物质 微观 情况 , 即 研 究 物 质 的 特殊 结构 , 而 连续 
介质 力学 则 研究 具有 不 同 微观 结构 物质 的 共同 性 状 ， 

连续 介质 力学 的 主要 目的 在 于 建立 各 种 物质 的 力学 模型 ,并 给 出 各 种 物质 的 本 构 关 
系 的 数学 表达 式 ,同时 在 给 定 的 初始 条 件 和 边界 条 件 下 求 出 问题 的 解 。 概 括 起 来 , 它 涉及 
如 下 基本 内 容 : 介 变形 几何 学 。 研 究 连 续 介 质变 形 的 几何 性 质 ,确定 变形 所 引起 物质 各 部 
分 空间 位 置 和 方向 的 变化 ,以 及 各 邻近 点 相互 距离 的 变化 , 即 研究 诸如 运动 .变形 .变形 梯 
度 .变形 张 量 等 。 人 运动 学 。 主 要 研究 连续 介质 力学 中 各 种 物理 量 随时 间 的 变化 率 ,这 和 包 
括 速 度 梯度 .变形 速率 .旋转 速率 等 。 四 基本 方程 。 根 据 适用 于 所 有 物质 的 守恒 定律 建立 
的 方程 ,例如 对 于 热力 连续 介质 力学 建立 有 连 绽 性 方程 .运动 方程 ,能 量 方程 , 灶 不 等 式 
等 。 四 本 构 关系 。 图 特殊 理论 . 例如 弹性 理论 .塑性 理论 流体 与 气体 动力 学 .粘性 流体 理 
论 等 。 名 问题 的 求解 。 

连续 介质 力学 分 为 经 昌 连 续 介 质 力 学 fClassical Continuum Mechanics) 和 和 近代 连续 介 
质 力 学 (Modern Continuwum Mechanics) 。 

1. 经 典 连续 介质 力学 。 它 侧重 研究 两 种 典型 的 理想 介质 , 即 线 弹 性 物质 和 线 粘性 物 
质 ,这 丙种 物质 模 更 能 够 很 好 地 描述 在 工程 技术 上 所 处 理 的 很 多 介质 欧 特 性 ,因此 经 典 连 
续 介 质 理论 至 今 仍 被 广泛 应 用 并 将 继续 发 挥 解决 实际 问题 的 能 力 。 

2. 近代 连续 介质 力学 。 它 是 在 二 次 大 战 以 后 发 展 起 来 的 , 它 是 经 典 连续 介质 力学 的 
发 展 和 扩充 ,具体 表现 在 :中 物体 不 必 只 看 作 是 质点 的 集合 ; 它 可 能 是 由 具有 徽 结构 的 质 
点 集合 体 。 国运 动 不 必 总 是 光滑 的 ,运动 有 激 波 .扩散 等 . 图 物体 不 必 只 受 力 的 作用 , 它 也 
可 承受 体力 侦 、 力 个 应 力 ,以 及 电磁 场所 引起 的 效应 等 。 轩 对 本 构 关 系 进行 更 加 概括 的 研 
究 , 加 重点 研究 非 线 性 问题 。 

近年 来 ， 近代 连续 介质 为 学 在 其 深度 和 广度 上 都 取得 了 很 大 进展 ， 并 出 现 了 下 述 三 个 
方向 :CD 按照 理性 力学 (Rational Mechanics) 的 观点 和 方法 研究 连续 介质 理论 ,从 而 发 展 成 
理性 连续 介质 力学 .外 把 近代 连续 介质 力学 和 电子 计算 机 结合 起 来 ,从 而 发 展 成 为 计算 连 
续 介 质 力学 。 蝎 把 近代 连续 介质 力学 的 研究 对 象 扩 大 , 从 而 发 展 成 为 连续 系统 物理 学 
《Continuur Physics) 。 

然而 ,本 书 “ 别 具 一 格 ”“ 与 众 不 同 ”, 它 既 非 "经典 *, 又 非 * 近 代 ”。 它 介 于 经 典 与 近代 
之 间 , 它 也 不 同 于 现 已 出 版 的 众多 的 《连续 介质 力学 }, 这 些 书 都 是 针对 具有 流体 力学 和 国 


了 下 


体力 学 基础 的 读者 的 高 级 概论 。 本 书 主要 是 针对 爆炸 力学 和 爆炸 物理 专业 的 本 科 生 和 研 
究 生 的 , 它 系统 地 给 出 :连续 介质 力学 的 数学 基础 .应 力 分 析 , 运 动 与 变形 .基本 物理 规律 、 
本 构 方 程 .不 可 压 流 体力 学 ,气体 动力 学 、 爆 效 学 .爆炸 作用 , 动 载 固体 力学 .应力 波 理论 
等 , 总 之 , 它 给 出 了 该 专业 所 需要 的 全 部 基础 内 容 。 所 以 从 本 书 的 结构 体系 和 所 述 内 容 来 
看 , 它 也 不 同业 已 出 版 的 针对 爆炸 物理 各 爆 体 力学 专业 的 力学 著作 ,本 书 既 考虑 到 该 专业 
的 已 往 基础 ,又 考虑 到 该 学 科 的 最 新 发 展 ,如 增加 了 动 载 固体 为 学 ,应力 波 理 论 和 和 不 可 上 压 
流体 力学 、 本 构 方 程 等 内 容 ; 同 时 结合 大 型 专题 介绍 了 力学 中 的 三 大 计算 方法 (特征 法 计 
算 . 有 限 差 分 法 和 有 限 元 法 )。 

本 书 除了 适用 于 本 专业 的 本 科 生 和 研究 生 之 外 , 它 还 可 作为 爆炸 作用 、 强 冲击 载 敬 、 
材料 动 载 响 应 .爆炸 加 工 以 及 一 般 的 为 学 专业 的 本 科 生 、 研 究 生 和 有 关 的 科技 人 员 的 教材 
或 参考 书 。 

本 书 分 成 三 册 , 上 肌 为 《连续 介质 力学 基础 ,其 内 容 包括 , 序 育 、 张 量 基 础 , 场 论 初步 、 
应 力 分 术 , 运 动 与 流动 ,守恒 规律 和 本 构 关 系 等 ;中 彤 为 《流体 力学 与 燥 炸 力学 》, 内容 包 
括 ; 流 体力 学 基本 方程 组 ,流体 静 力 学 ,不 可 压 流动 .位 势 理 论 与 射流 ,气体 动 为 学 方程 、 冲 
击 波 与 特征 线 理 论 , 量 纲 理 论 , 波 的 相互 作用 与 具体 应 用 \ 体 药 与 爆炸 概论 , 爆 崇 波 理论 、 
烃 变 产物 的 飞散 与 爆炸 作用 等 ;下 其 为 《 动 载 固 体力 学 与 应 力 波 》, 内 容 包括 ;应 变 分 析 、 弹 
性 , 刻 性 , 滑 移 线 理 论 , 粘 弹 , 流 体 弹 塑性 理论 与 计算 .有限 元 法 、 高 压 本 构 , 应 力 波 理论 基 
础 等 ， 

本 书 是 在 作者 为 厌 电 力 部 工程 技术 人 员 编 著 的 《爆炸 压 接 理 论 基础 ?的 基础 之 上 ,以 
他. 下 上. Mase 的 YContinuum Mechanics} 为 基本 蓝图 ,并 参照 有 关 流 居 、 固 体 与 焊 体 等 方面 的 
专营 ,扩充 改编 而 成 .由 于 内 容 较 广 、 器 度 较 大 ,全 书 约 120 万 字 ; 更 兼 写 作 匆 忙 、 作 者 学 识 
有 限 , 记 以 本 书 作 为 初次 尝试 ,难免 有 缺点 与 不 足 , 望 多 指正 。 


作者 1999 年 9 月 
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第 十 二 章 “” 动 载 固体 力学 基础 


爆炸 与 冲击 的 直接 作用 对 象 不 外 平 两 种 一 一 固体 和 流体 (被 体 与 气体 )。 对 于 气体 与 
流体 的 作用 ,我 们 已 经 研究 过 了 ;对 于 固体 的 作用 ,有 时 名 赂 其 剪 切 变形 强度 而 把 固体 介 
质 作为 可 压缩 流体 ,有 时 又 把 它 作为 不 可 压缩 流体 或 刚体 Crigid body) ,如 对 爆炸 驱动 抛 
体 的 处 理 , 这 要 视 训 击 强度 和 解决 的 问题 而 定 。 然 而 ,由 于 实际 物体 是 有 强度 的 ,所 以 研究 
动 载 冲 击 下 具有 变形 强度 的 固体 行为 (behaviour) ,不 但 实际 需要 而 且 意 义 重大 , 它 关 系 到 
爆炸 与 冲击 下 材料 的 变形 .破坏 的 预测 与 防护 问题 的 解决 ， 


12.1 位 置 矢 量 . 位 移 矢 量 


物体 在 爆炸 与 冲击 下 ,不 但 发 生变 形 ,而 且 发 生 位 移 ,. 图 12. 1 表示 出 一 个 物体 在 两 个 
时 刻 的 位 形 (eorfiguration ) 。 


图 12,1 


话 中 取 了 两 个 直角 党 卡尔 坐标 系 {system of rectangular Cartesian coordinates) ,其 中 
ONIX; 称 作物 质 坐 标 系 (system of material coordinates) , 它 是 用 来 表述 物体 在 变形 开始 
时 刻 (2 = i6) 各 个 质点 所 处 空间 位 置 的 ,如 Po 点 的 初始 位 置 以 坐标 (Xi ,X2 ,3) 来 表示 ， 
忆 与 原点 心 的 有 疝 连 线 如 称 作 初始 位 置 矢量 (initial position vector): 

R= Xl Xd; 十 和 — Xrix (12.1) 
其 中 记 , 记 ,为 沿 物质 坐标 轴 向 的 单位 矢量 , CX1,X,,X,) 称 作物 质 坐 标 ,一 般 以 它 来 标 
记 质点 ,正如 我 们 在 8 3. 1 中 所 指出 那样 ,除了 特别 指出 ,本 书 将 以 质点 变形 前 在 空间 的 
于 标 CXX yx 来 标记 质点 ,有 时 栗 用 矢量 衣 来 代表 ， 

在 图 中 所 取 的 另 一 坐标 系 Orzizszrs 称 作 空间 坐标 系 (system of spatial coordinates), 它 
是 用 来 表述 物体 在 变形 开始 后 的 任 一 时 刻 (: = 六 各 质点 所 处 的 空间 位 置 的 ,如 前 而 所 提 
到 的 原 处 于 P。 点 的 那个 质点 现 处 于 了 点 , 它 在 Oxizzzr; 坐标 系 中 的 坐标 为 (ziz2r3) ,PP 与 
原点 O 的 有 向 连 线 r 称 为 位 置 矢量 。 

F 一 Xe 十 sbz 十 Tes = 2 (12. 2) 


1 


其 中 2.5 .2 为 沿 空间 坐标 辐 向 的 单 们 矢量 ,zi zsyz) 称 作 空间 坐标 ,以 它 来 标记 质点 
现在 Q = :时 ) 所 处 的 空间 位 置 或 任 一 时 刻 所 处 的 空间 位 置 。 
物质 坐标 系 OX1X,X; 与 空间 坐标 条 Orz:zrazs 之 间 的 相对 方位 (relative orientation) 由 
方向 余弦 (direction cosinesy ax 或 akx 来 确定 , 它 为 e 与 jx 的 点 积 (dot product); 
ai 一 本 《12. 3) 
在 ax 或 axy 中 出 现 的 下 标 不 是 哑 标 (dumimy indices) ,而 是 自由 指标 (free indices); 因 下 与 
为 大 小 写 而 不 同 。 利 用 式 (12. 3) 所 定义 的 方向 余弦 , 则 可 写 出 


ei: = mxdr = ak (12. 4) 
jx = axies 一 tres (12.5) 

由 于 Orizars 各 OXJX,XX; 都 是 下 次 系 (orthogonality system) ,所 以 
ere=b ， j,io= dm (12.6) 


由 上 《12.4)《12.5) 程 (12. 6) 式 则 推出 

1 = | 必 
OK TT OORT (12.7) 
dda 一 pig 一 Bra 


一 个 质点 在 两 个 时 刻 所 处 的 空间 位 置 (如 点 Po 各 点 P) 的 有 向 连 线 ( 如 已 ) 称 作 位 移 
矢量 (displacement vector)。 图 12. 1 所 示 的 昔 ,在 两 个 坐标 系 中 分 别 表 成 


Uri ,R= we {12. 8) 

即 
FF = Uxix = er = (12.9》 
K 一 OK 下 (12. 10) 


镶 12. 1 中 的 矢量 5 为 两 个 坐标 系 (物质 坐标 系 积 空间 坐标 系 ) 的 原点 torigin) 之 间 的 
有 疝 连 线 ,根据 留 示 的 几何 关系 则 有 
所 一 站 一 下 十 了 一 玉 《12. 11) 
两 种 重要 的 特殊 情况 : 


图 12.3 


名 物质 坐标 系 与 空间 坐标 系 的 原点 重合 ,如 图 12. 2(a) 所 示 , 这 时 图 12, 1 中 所 孙 的 8 
二 0, 于 是 式 (12. 11) 变 成 


五 一 站 一 上 一 灵 (C12. 12) 


即 有 
Wi = Zh — xXk (12. 13) 
加 物质 坐标 系 与 空间 坐标 系 重合 ,如 图 12. 2(b) 所 示 。 这 是 一 种 最 重要 的 常用 的 情 
况 ,在 本 书 的 如 下 论述 中 ,除非 特别 需要 ,将 只 限于 使 用 这 种 情况 9。 在 此 情况 下 
ej 一 下 ;Gr = x = i. = hk (12.14) 
从 而 式 (12.13) 变 成 


we = ZX CO (12.15) 


12. 2 变形 梯度 ， 位移 梯度 


物体 在 变形 过 程 中 ,构成 物体 的 各 个 质点 要 发 生 运 动 ; 当 质点 不 同 .时 刻 不 同 ,它们 各 
自 所 处 的 空间 位 置 亦 不 同 。 质 点 CX, 叉 ;,X) 亦 以 六 代 表 , 它 所 处 空间 位 置 与 时 间 + 上 的 
关系 ( 即 该 质点 的 雪 迹 ?为 
r 一 站 员 或 Tz 一 TX) Oo (Rt) (12, 16) 
其 中 
R=r(R,io) = Xe (12. 17) 
式 中 io 为 运动 开始 的 时 间或 某 一 固定 时 刻 , 不 过 在 如 下 , 则 取 一 0, 妈 运动 变形 开始 的 时 
刻 .而 6 即 从 此 开始 将 物质 华 标 系 与 空间 从 村 入 了 在 一 起 是 均 在 训 角 从 克 系 中 研究 
题 。 
” 反 过 来 ,在 任 一 时 刻 4 在 介质 (物体 ) 所 占 空间 中 的 任 一 点 (r) 均 对 应 一 个 确定 的 质 
点 是 , 即 
R= RCE ,或 X= Xr Ty Tit) = X(T) {12. 18) 
式 (12. 18) 实 际 是 式 (12. 167 所 示 函 数 的 反 画 数 (inverse function) ,存在 的 条 件 是 雅 可 比 行 
列 式 (Jacobian) J 不 为 零 , 即 


一 如 |#。 《12. 19) 


12.2.1 变形 梯度 (deformation gradicnt) 

对 (12, 16) 式 对 并 ; 求 偏 导 则 给 出 物质 变形 张 量 (material deformation tensor) 
二 中 一 
aR 
其 中 (3xrw3X,}) 称 必 物质 变形 梯度 (Crmaterial deformation gradient) , 它 的 矩阵 写法 为 


和 


因 -， dr 
F a T a tT aX ~ Re (12. 20) 


dr pe AT/ oN, 
= [ 带 ]= ee As/ OX Axa/ aX 《12. 21) 
: LOzyyaX 1 Dr/ oN , Br/DX3 
对 式 (12.18 对 二 求 偷 导 则 给 出 空间 变形 张 量 (spatial deformation tensor) 
RR RR MR: ,RR: 近 |、。 
加 3 十 ars 十 dr 了 《12. 22) 


全 同时 ,在 本 章 以 了 的 研究 中 均 使 用 直角 笛 卡 尔 坐 标 系 (简称 直角 举 标 系 )。 


ra 


* 关于 在 柱 坐 标 等 曲线 坐标 系 的 应 变 , 点 变 率 的 表达 式 , 请 看 附录 12. 2 一 12. 4， 


其 中 (3X2X,} 称 作 空 间 变 形 梯 度 (spatial deformation gradient) , 它 的 矩阵 写法 为 
| i [Xiyar， oN /Drs 上 Var 
;il on OKs/ Qts AXa/ gr (12. 23) 
Tar Dr dX, /drs 
根据 篇 微 商 的 连锁 法 则 (chain rule) ,物质 变形 梯度 与 空间 变形 梯度 之 间 满 足 
ar ar, 2X, 2X; act aX 


dr, 本 DA Ki 四 中 2X, pa (12. 24) 
12. 2.2 位 移 梯 度 (displacement gradient》 
据 (12.12) 趟 ,位 移 矢 量 现 写作 (从 此 开始 ,位 移 矢 量 只 用 5 表示 ) 
Uo=ut—r— R= re— Xe C12. 25) 
对 于 上 式 对 蕊 求情 导 , 则 给 出 物质 位 移 张 量 (material displacement tensor) 
Mi 双 。、 
可 一 RR ax Fl1 
(C12, 26) 
dh A 


3x, IX, 


和 


MidoX) Mts da/aX | 


T= EE PfaX! /aXs Ma/oRs 《12. 27) 
”La 到 ai 
对 (12. 25) 式 对 求情 导 , 则 给 出 空间 位 移 张 量 (spatial displaeement tensor) 
Kk- 罗 
天 四 gx, (12. 28) 
Br "aor; 


和 hr 四 图 - 
Cd Byam 了 /ar Ws/ dr (12. 29) 


Ee du fax, du /or4 | 
a /rl di /Br Ria rs 


12.3 变形 张 量 . 有 限 应 变 张 量 


在 物质 坐标 系 与 空间 坐标 系 重 合 的 空间 里 ,给 出 一 个 连续 介质 体 (物体 ;的 初始 (未 恋 
形 ) 与 变形 后 某 个 时 刻 愉 由 于 考虑 到 物体 的 动态 变化 ,: 不 一 定 是 变形 结束 时 间 ) 的 位 形 ， 
M2 

在 变形 并 娩 时 ( 二 0) ,有 一 质点 处 在 已 ,该 点 的 坐标 为 ( ,XXX , 现 以 这 个 坐标 
或 者 说 位 置 矢量 中 一 Xe, 标记 这 个 质点 ;在 该 点 队 近 有 和 荔 一 质点 处 在 @,，Q。 的 坐标 与 矢 
径 5 即 位 置 矢量 ) 分 别 为 ;CX 十 5X1 , 基 , 十 Xs,X 十 8X3) 和 厂 十 58, 刀 图 所 示 , 其 中 |8R| 
为 小 量 , 当然 亦 以 这 点 的 坐标 或 位 置 矢 基 代表 该 质点 。 

在 变形 后 的 :时 刻 , 原 处 于 Pu 点 的 质点 移 至 已 点 (zyziyzs)i; 原 处 于 @o 点 的 质点 移 至 
日 点 {zi 十 6x1yzz 十 Szrzsz 十 Br, 即 物质 线 元 有 涩 - 入, 按 人 2.16 式 和 (12. 18) 式 , 则 有 
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图 12. 3 


T= LKR Xt) 


. 亩 ar vs、 
Br 一 rie, 一 3 一 DX 二 让. 雇 《12. 307 
抒 ， 一 区， (| 
~ aR dm, ~ _ 
SR 一 Sp 一 dr 一 Br 一 MI Sr C12. 31) 
于 是 有 
(BR) = RR . HR = XOX, = a sn 
“Dr Dr， 
一 (CTSrSri C=: CY .Hr (12. 32) 
其 中 
CT 一 MT- | 和 C™ 一 2 2 (12.33) 
ri AT, 
二 阶 张 量 C7 称 作 哥 西 变形 张 蔓 (Cauchy"s deformation tensor ) 。 
据 (12. 30) 式 , 则 有 
2 — Ore Ir 
(CBr) 三 dr7 Sr 一 人 rr 一 3 aR < X, 
一 GNX, = SR.G :8k 《12. 34) 
其 中 
pn., ”A dr 


二 阶 张 量 G 称 作 格林 变形 张 量 《Green s deformation tensor) 。 
利用 如 上 所 述 线 元 变形 前 后 的 平方 差 : (5r)? 一 (BR) 来 量度 该 物质 线 元 的 变形 ,如 
昧 这 个 着 为 零 , 则 称 这 个 线 元 发 生 的 为 刚性 位 称 Crigid displacement)。 由 (12.34) 和 
(12. 32) 式 可 给 出 这 差 的 表达 式 
BE dz, 


2 _ 3 一 一 ”一 大. 。 一 | - 
G7 — (3R)? = (9 ER HBARX, = ZBXX, 


或 写成 


eT 


(62 一 (HRY = HR: (Fe Foe) .R= HR. 2L 5R 《12. 36) 


其 中 
Le = (Fe. FD=7(G—D 
| az 3 ] (12. 37) 
- ro 二 
也 一 2 (7, Ax — 人) 2 Cr; 总 


张 量 Le 称 作 拉 格 朗 日 (或 将 林 ) 有 限 应 变 张 量 (Lagrangian 《or Green’s) finite Strain 
tensor) , 它 是 对 称 的 二 阶 张 量 。 
由 式 吕 2. 34) 和 (12. 323 亦 可 给 出 线 元 平方 差 的 另 一 种 表达 形式 


(Sr 一 (SR)2 = (6 一 和 ar Br; = 2E dr.8z, 
或 写成 
(3 一 (SR = Br (IT— Moc:M) :or = Br. 2 dr C12. 38) 
其 中 
Eu 一 二 工 一 Me MD) = C") 
C12. 39) 
|E, = 2 一 < 加 - 2 Cs 


tensor) ， 它 是 对 称 的 二 - 阶 张 量 。 
近 格 郎 日 和 欧 拉 有 限 应 变 张 量 的 特别 有 用 的 形式 是 将 它们 表 成 位 移 梓 度 的 函数 。 因 
此 ,利用 (12. 26) 式 可 将 (12. 37) 式 改 瑟 成 


s= FI+I+ je:D 


po (12, 40) 
了 kt 
| = 二 ( 芝 二 路上 + 驮 3X 
利用 (12. 28) 式 可 将 (12. 39) 忒 改写 成 
Es= (K+kKe— Ke K) 
~ _ (12. 41) 
B= 1( 王 + 可 六 邓 


如 上 给 出 有 根 应 变 的 各 种 形式 。 有 限 应 变 是 用 来 处 理 物 体 变形 有 限 且 厦 时 间 的 变化 
率 不 大 的 力学 问题 ,如 果 物 体 变 形 很 小 或 者 是 随时 间 变化 很 快 的 大 变形 , 则 用 另外 形式 的 
应 变 ,特别 是 对 于 动 载 大 变形 情况 ， 


12. 4 小 变形 理论 ,无限 小 应 变 张 量 


在 连续 介质 力学 中 所 谓 的 小 变形 理论 , 它 的 基本 要 冰 是 位 移 梯 度 的 各 分 量 植 远 小 于 
“1”, 从 而 保证 是 小 变形 ,这 可 从 将 式 (12. 36) 或 (12. 38) 中 的 应 变换 成 位 移 后 清楚 地 看 出 。 
小 变形 下 的 应 变 称 作 无 限 小 应 变 (infinitesimal strain ) ， 通称 小 应 变 ， 辣 称 习 用 应 变 (con- 


ventional strain) 。 
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在 小 变形 的 情况 下 ,问题 得 到 很 次 的 简化 ,不 仅 应 变 可 表 成 位 移 梯 度 的 线性 形式 ,而 
且 在 一 般 情 况 下 可 以 不 糙 区 分 空间 坐标 与 物质 坐标 。 导 出 小 应 变 的 表达 式 有 两 种 方法 。 

12.4.1 具有 限 应 变 出 发 

在 式 (12. 40) 中 由 于 | av 是 安 1( 注 意 ,在 此 为 了 以免 与 取 行 列 式 值 的 情况 混 
清 , 用 “ 外? 袁 示 到 绝对 值 ), 帮 可 从 该 式 中 略 实 二 级 小 量 , 于 是 


Ls > 一 六 人 十 Je) 


,42 
PR i (12. 42) 
了 了 它 ax, 1 ax, 
同 理 , 在 式 (12. 41) 中 瞳 去 二 阶 小 量 后 则 
Es EA— 3(K+ Kc) 
4 本 (12. 43) 
” 由 2 ary dx, 


式 {12. 42) 和 (12. 43) 就 是 小 应 变 的 岩 达 式 , 它 们 与 位 称 梯 度 的 关系 是 线性 的 ,有 人 将 


和 


在 导出 L* 和 EE* 的 表达 式 时 ,使 用 了 219X; 和 N19xj 间 是 小 景 的 假设 ,其 实 由 前 者 
是 小 县 便 可 推出 后 者 亦 为 小 量 ;反之 亦 然 , 即 在 小 变形 的 情况 下 


2 2 (12. 44) 

: aX, Ar, 有机 
从 而 

Le=:Ee 或 Les 本 (12. 45) 


故 从 此 开始 ,对 于 小 应 变 ,本 书 ( 第 十 三 章 除外 ) 一 般 不 再 区 分 空间 坐标 与 物质 坐标 . 拉 格 
朗 有 日 应 变 与 欧 拉 应 变 ,而 统一 使 用 如 下 符号 和 表达 式 表示 小 应 变 , 即 用 


: | a lm C12. 46) 


12.4.2 从 最 常见 的 方式 出 发 
为 了 能 从 物理 上 较 好 地 解释 小 应 变 的 各 分 量 的 意义 ,我 们 再 接 最 常用 的 方式 导出 小 
应 变 。 在 常用 的 方式 中 ,其 坐标 ,单位 矢量 和 位 称 分 量 在 直角 和 坐标 系 中 一 般 采 用 (x,y,z)、 
(X,Y ,2), (Gj) 和 (5, 蕊 ) 等 符号 , 对照 如 上 即 有 
T 一 二 一 tl 二 
上 -， jx- 上- |- (12. 47) 
Xi 一 2Z 一 下 一 让 
根据 质点 轨迹 与 位 移 的 关系 并 参见 图 12. 3, 则 有 
r—R=Y (12. 48) 
Sr — 6R = dV = di + dvi + dwk (12. 49) 
两 质点 的 位 移 差 是 由 于 5R 的 伸 长 (或 压缩 ) 和 旋转 所 致 ,图 12. 4 表示 出 矢量 gr 和 
5R( 在 图 12. 4 中 是 将 5R 和 六 作为 自由 矢量 ,把 二 者 的 尾 端 放 在 一 起 ) 。 由 于 为 小 变形 ,所 
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TI 二 


a 


以 du.do.dw 为 出 这 .江汉 更 小 一 险 的 量 ,作为 一 级 和 近 
似 , 它 们 可 取 成 


四 
1 


~- 3 
du 一 3 汉族 十 oY 十 gz 


- dr de 
|” 一 J 十 到 并 十 小 0 (12, 50) 
Pe 
dw 一 x 十 jy 十 72 


式 中 关 、 尖 … 等 篇 导数 均 在 点 (X,Y,2) 处 点 取 值 .将 0 按 张 量 写法 , 表 成 


dD = + SR 
= SOXR | SSR + SdX 
其 中 
各 
双开 死 
_ _ | 大 如 轴 
I= x 了 并 
hy WwW Ww 
RX 到 又 
将 张 量 J 作 和 分 解 
丁 一 五 ^ 十 在 
其 中 对 称 张 重 ， 
了 一 《2 = (0 二 J) 
次 了 工 强 ， 开 | i/ 六 好 
ax 2| 湖 十 泪 | | 器 十 总 | 
|1iw | 下 1 天 了 弦 
- | 引 王 十 六 | 9 ?| 及 十 名 | 
1 入 | 1| 季 ， 尖 绞 
2 (aX 十 小 寻 涉 十 到 所 
A li | Wi 1,- 
即 RE 一 2 玉江 | 2 Cis Ti) 
I 二 牙 式 ! 二 工 _ 
在 上 式 中 E = ', i 一 六 让 如 ul 3 一 3 — 和 
#3 = 有 一 了 
反对 称 张 


H= {hi} = 入 人 一 di} 


《12. 51》 


12. 32) 


(C12, 53》 


(12.54.1) 


(12. 84. 2) 


0 工 [至 - 亚 | 工业 一 台 | 
2 a 21 近 六 ! 
i 到 1 _ Nw 
= 2 0 2 32 一 豆 | 12. 55) 
1 | 现 如 | 1i36 站 0 
2 有 2 六 下 
令 ; ooitao)+ak (12.56) 
其 中 
li 名 加 
“= 一季 )= hs = 一 hh 
1i 夫 dw _ 
1% 一 本 二 六 一 天 | = 和 一 一 各 12. 37) 
oR 
“一 ww 二 全 一 吾 | = 和 一 一 各 
则 有 
H.R=0 Xx R= di, (12. 58) 


矢量 dz = o x 训 垂直 这， 见 图 12. 4,d 为 SR 作为 刚体 的 旋转 矢量 ,a 为 旋转 角度 。 
刊 用 以 上 结果 , 式 (12. 51) 可 表 成 
d=E*. Ri+H. R=E*.R+ox R= E.R1d, (12.59) 
因 dD, 为 5R 作为 刚体 旋转 的 位 移 矢 量 ,所 以 dz 一 入, 一 E4 .8k 为 5R 的 “ 纯 变 形 ” 矢量， 
即 EBE* .BR 可 以 看 必 5R 的 “ 纯 伸 长 或 继 短 ”。 _ 
Es 称 作 习 用 应 变 张 量 , 它 是 对 称 的 三 = Es. 它 的 主 对 角 线 上 的 分 重奏 = 各 = 


B 一 天 Em By 一 区 My dls CO— 一 一 
于 ?EE,, a 一 = Es, Ta 人 3Z 1 分 别 表 示 在 了 轴 庙 的 线 元 


8X、8Y .32 的 相对 伸 长 (或 压缩 ) 2 扣 一 2、EA 一 到、FEh 二 开 汪 为 切 应 变 分 量 , 它们 分 别 
表示 微 元 8X 入 ,5X 和 冯 、6Y 和 352 的 夹 角 改变 量 的 一 半 .( 详 细 解 释 , 见 12.4.3 段 ) 
注意 ,如 上 所 述 的 应 变 张 量 与 固体 静 力 学 所 用 的 张 量 之 区 别 在 于 ,Et# 不 但 随 质点 变 
化 ,而 生 随 时 间 变 化 ,E# = BCX,Y,2,1)， 
12.4.3 解释 dD, 为 何 表示 线 元 作 刚性 旋转 
按 (12. 493 式 , 则 有 
Sr= Rd 
一 (8X di GY + do GZ + dw 
(Br)? = (8X 十 dui)? + (C67 + dd) + (82 十 do) (12. 60) 
由 于 现在 研究 的 是 小 变形 ,页 ,| 这 | 六 faal, | 党 | 窟 do ,| 这 | 仿 |dw|, 于 是 在 上 式 中 
略 去 二 级 小 量 后 则 成 为 
(Br) = CHRY? + PdudX 十 dvdY 十 dwdZ) (12. 61} 
如 车 线 元 浸 一 六 只 发 生 了 刚性 旋转 (rigid rotation), 则 (6r)? 一 (8R)* 二 0, 于 是 由 上 式 推 
出 


dudX 十 dv8Y + dwBZ = 0 


利用 (12. 51) 式 ,可 将 上 式 化 成 
SR 十 To YY + T(t82): + CTs SKY 
十 (ras JaSXEZ + Cos 十 3783Z = 0 《12. 62) 
由 于 诅 是 任 取 的 , 妈 8X.6Y .52 是 任 取 的 ,要 保证 如 上 恒等式 成 立 , 则 5X,5Y ,52 之 前 的 
各 系数 必须 为 零 , 即 有 
一 一 一 0 


《12. 63) 
十 J C= dQ ， J 十 J 二 0 3 Ja 十 ax 
根据 EA 的 定义 式 (12. 54), 则 由 上 式 推出 
有 一 六 (7 十 J) 一 0 或 至 =0 (12. 64) 
于 是 由 式 (12, 49),.(12, 51)、(12. 53) 以 及 上 式 推出 
Sr R=J*:SR=H' R= dD. 《12. 65) 


从 而 说 明 dD, 表示 线 元 了 作 刚 性 旋转 的 位 移 矢量 ,当然 EA，3R 则 表示 线 元 SR 的 “ 纯 变 
形 * 的 矢量 。 


图 12.5 
12.4.4 关于 Es* 各 分 量 的 物理 意 六 
设 在 变形 开始 时 有 一 物质 线 元 浙 
dR 一 BR + HR, + SR, 


其 中 
SR — Xi, R=B7), Sh, = 32 
变形 后 ”外 一 亲 , 即 
SR - Sr,, BR, — Sr;, dR: 一 dr, 
在 图 12.5 中 表示 出 8 与 了 的 各 分 矢量 ,但 没有 画 出 8R 和 六 的 本 身 ， 
按 (12. 49) 式 则 有 
Br 一 8R, = (daz)i + (dz 十 (die) 让 


= (名 01+ (名 0)) + (BF (12. 66) 
10 


Sr 一 HR,— Cd si + Cdv), : 十 dw) 
二 十 G+ 十 Co)k (12, 67) 
az) 十 (3 33) 十 《了 7 3 《12. 68) 
将 (12. 66) 式 两 边 点 蒋 (det oduct) i 后 ,给 出 


dz 一 渡 一 当 8X ;rt 二 


a 
从 而 推出 
， 即 E4 的 分 量 E% 为 线 元 证 的 分 量 5X 在 xz 轴 向 的 相对 伸 长 。 同 理 可 以 推出 
Ye EB = Es , By, = Br,.} 
汪 二 半 一 一 ER ， Sz; 一 r+ 上 


即 ES 和 有 多 分 别 为 线 元 梁 的 分 量 池 和 532 在 各 自 贺 向 的 相对 储 长 。 


本 和 和 


如 下 解释 Re 的 前 切 分 量 的 物理 意义 ， 为 此 ， 将 (12. 67) 和 (12. 68) 式 改写 成 


Sr 一 人 二 CY 十 Day)) 十 (oy “BY )k 


drs 二 (学 7) 十 (35 7)) + 《82 十 Baz)k 
将 fr: 与 条 点 缮 ,并 设 它们 之 则 的 夹 第 为 x, 则 由 如 上 两 式 推 出 


br, » Or, = Sradracose 一 radrssin( 一 的 


二 (多 8y)( 宇 部 yy (站 Ww ds 
= CyHY) C02) + CY + TdY) (和 82) + (Gy) 2 + $72) (12.69) 


3r: = /多 着 六) + (ery 


(12. 70) 


10 = /Ey 十 (Sy 十 十 2 ay 
在 (12. 69) 和 (12.70) 趟 中 略 去 位 移 各 人 篇 导数 二 次 方 及 二 次 方 以 上 的 项 , 则 由 (12. 69) 式 得 
到 


一 党 578Z 十 AY82 


再 考虑 到 “Rs 与 Rs 由 原 夹 第 x/2” 变 成 现在 “rs 与 夹 角 o*, 其 改变 量 (x/2 一 a) 很 小 (所 
研究 的 为 小 变形 ) ,于 是 由 上 式 得 到 


3Y82(3 — a) 


dY3Zsin( 一 四 


Co 
A (7z 十 HY 
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从 而 得 到 


确 一 于 一 Eh 了 (了 一) 


人 
“ 同 理 可 证 ,EE 多 为 线 元 SR 的 多 向 与 了 向 分 量 之 夹 角 改变 量 的 一 - 半 ;E 入 为 线 元 5R 的 
多 疝 与 Z 向 分 量 之 夹 角 改 变量 的 一 半 。 


12.5 ”自然 应 变 ， 自然 应 变 增 量 


由 于 在 爆炸 与 冲击 中 所 涉及 的 国体 问题 均 为 动 载 大 变形 (dynamic loading and large 
detormationy, 及 了 描 述 这 种 固体 的 行为 蓝 使 用 自然 应 变 Cnatural strain ) 

12. 5.1 自然 应 空 

自然 应 变 一 般 由 自然 应 变 增 量 (natural strain increment) 推 出 ,一 般 给 不 出 它 与 位 移 
之 间 的 明确 表达 式 。 由 于 自然 应 变 增 量 张 量 是 二 阶 对 称 张 量 , 故 作 为 自然 应 变 增 基 张 量 之 
和 的 自然 应 变 张 量 瑟 亦 是 二 阶 对称 张 量 , 即 
有 3 
《12. 71) 


E 一 EB 一 人 6 一 jE 名 3 Er3 


E31 Ess Esg 
ty 一 Ey 

自然 应 变 与 习 用 应 变 不 同 .在 空间 国定 坐标 系 中 它 是 这 样 表 述 的 :在 变形 开始 时 刻 (1 
一 0) 有 一 物质 线段 微 元 或 微 元 体 ,随时 间 的 推移 它 不 断 发 生 位 称 , 旋 转 和 尺度 的 变化 ,不 
同时 刻 它 处 于 不 同方 位 并 具有 不 同 的 尺度 ,将 其 从 + = 0 开始 一 直到 一 上 时 为 正 , 把 相对 
于 线 元 或 微 元 体 在 各 个 时 刻 所 处 的 方位 和 尺度 上 的 自然 应 变 增 量 张 量 均 旋转 到 该 线 元 或 
微 元 体现 在 G 一 上 时 ) 所 处 的 方位 上 ,进行 登 加 , 即 积分 起 来 .这 个 积分 结果 就 是 该 线 元 或 
微 元 体 在 : 一 上 时刻 的 自然 应 变 张 量 .这 就 是 说 自然 应 变 张 量 是 按 线 元 或 微 元 体现 在 所 处 
的 方位 上 把 它 的 应 变 增 量 从 历史 算 到 现在 (但 不 要 忘记 把 以 前 各 个 时 刻 的 应 变 增 量 张 基 
均 旋 转 到 线 元 现在 所 处 的 方位 上 )。 

例如 ,已 知 某 个 微 元 体 (< 即 “质点 ”) 在 := 61 的 时 刻 的 应 变 张 量 E, i , 求 它 在 : == 时 
刻 的 应 变 张 量 也,. 已 知 微 元 体 在 At 二 二 一刀 _; 的 时 间 内 旋转 了 Aa 角 , 且 在 此 期 间 的 自 热 
应 变 增 量 为 AE,1, 则 EE 为 

E, = Et 十 《ARE，))+ 
其 中 Ex:1 是 将 张 量 Ei 旋转 Ac 角度 , 即 相当 于 将 BE: 表示 在 将 原 坐 标 双 旋转 一 Ac 角 
后 的 坐标 系 中 ,C4E,_1}+ 得 理 。 

自然 应 变 增 重 ,是 指正 在 变形 的 线 元 或 微 元 体 ,在 某 个 时 刻 在 所 处 的 方位 上 的 尺度 变 
化 量 除 以 该 线 元 或 微 秃 体 在 该 时 刻 所 具有 的 尺度 。 这 就 是 该 时 刻 的 自然 应 变 增 量 ， 

在 一 般 情 况 下 , 自然 应 变 没有 明显 的 物理 意义 ,也 给 不 出 明确 的 分 析 表 达 式 。 但 在 无 
旋转 的 情况 ,还 是 具有 简单 的 物理 意义 和 表达 式 , 如 考 虚 一 段 线 元 ,在 x 轴 向 作 均 匀 的 一 
维 拉 伸 ,在 变形 开始 时 Cz = 0) 长 度 为 上 ,在 1 二 :时 它 的 长 度 变 为 1, 则 在 1 时 的 自然 为 
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in = Intl + 5&) {12. 72) 


d_ 
! 


-| 
其 中 a 为 线 元 如 在! 时刻 的 习 用 应 变 , 它 为 


En = 


[一 i 
于 
从 趟 (12.72) 和 (12. 73) 可 以 明确 地 看 出 自 热 应 变 与 习 用 应 变 的 区 别 。 不 过 在 小 变形 的 情 

议 下 二 者 近似 近 相 等 。 


(12.73) 


E 2 El C12. 74) 
自然 应 变 偏 量 张 量 (deviator strain tensor) D 的 定义 为 
D 一 ep = {0) 一 下 一 sb (12.75) 
0 = eh = Bt + Er + €33 (12.76) 
其 中 Ej Ei Fs 6 End ; = 3 (12.77) 
应 变 导数 定义 作 ， 
E* = { 纪 } 一 (lim 拉克 名， 《12. 78) 
好 一 六 一 上 
其 中 1。 _ 
; 为 质点 在 上 二 ”时 的 应 变 张 量 分 量 
应 变 偏重 导数 定义 作 
D' = {8} 二 im 名 元 | 《12. 79) 


其 中 司 为 1 二 2 时 的 应 变 偏 量 张 量 分 重 ， 
12. 5.2 ”自然 应 变 增 量 (详细 论证 , 见 附 录 12. 1) 
更 考虑 任 一 质点 4 其 物质 学 标 为 轩 TY、Z4) 和 另 一 质点 Bol 其 物质 学 标 为 人 Xp、Ys、 


亚 


图 12.6 


Za) ,在 :时 刻 它们 分 别处 于 空间 药 4 点 及 其 附近 一 点 已 点 ,如 图 12. 6 所 示 ,。 在 这 个 时 刻 ， 
质点 人 和 质点 Be 的 位 置 矢量 ra 和 ra, 位 称 天 量 VE, 和 Us 分 别 为 
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ra = ra yaf + eak 
2 -= ual 十 va 十 码 碟 
, 一 (za 一 人 十 《4 — YO (sa Oo— Zk (12. 80) 
re 一 Zai + ye 了 十 zak 
= 十 0) 十 多 开 

= (ra — Ka)it Cy 一 了 9) 十 (ze — Za)k 

在 上 一“ 时刻,4o .8 质点 分 别 运动 到 空间 的 出 点 和 B' 点 ,这 时 这 两 个 质点 的 位 置 天 

量 卢 和 六 .位 移 矢 量 已 和 Bs 分 别 为 
ri = Ta a 十 zk 
DD, = wi + of + wk 

= {ra 一 天生 十 (一 了 了 十 (za 一 天 


人 (12. 81) 
ra 一 Zal + ysf + zok 
Ds = pi + voj + ik 
一 《ca ~— Rai Cyp — YA)T + Ces — ZK 
质点 Ao 和 BB 在! 时 刻 和 ww 时刻 的 同 距 和 拓 量 分 别 为 
Br= ry—ras {ra— cai (ys — yO Cen — Sak 
= dri dyj + dek (12. 82) 
dr =ry— r= (rp— Xi (ya — y+ Ce — sa)R 
= Bri | By'7 十 Bh (12. 83) 


质点 4, 从 吾 点 到 位置 的 位 移 矢量 差 , 质 点 Bo 从 B 点 到 B' 位 置 的 位 移 矢 量 差分 别 为 
AUs= Di — VU,= (~ WE oa — DA + Ca — Wa)K 


一 A + Ava) + Awak (12. 84) 
ADs=— Ds ~ Ds = Gs ait Gs — ba) + Cs — Wa)k 
= Aigi + Avpj + Awak (12. 85) 
由 于 

bx’ — Hr {xa — XA) — xg — Za) = (ra — za) — (za — ra) 

= [Cra— Ka) — (Crs — Ka) 一 [Cr — Xa} — (ra — Ka)] 
4 = [Ws i — [i a] Ai 一 上 
87 — $y— Mva — Mva 


人 — b= Arwy 一 Atba 
(12. 86) 
所 灸 由 (12.82) 一 (2. 85) 式 得 出 在 如 二 7 一 + 期 间 内 质点 A 和 ,之 间距 所 产生 的 矢量 
差 为 
ACSr) = Or’ 一 入 一 (az 一 和 有 二 (0 一 3 上 (5 — o£ 
一 《Ags 一 Ma)i + (Avs 一 M0a)) + {hop ~ Arwa)k (12. 87) 
因 在 : 一 ” 时刻, 质点 Bu 仍 是 质点 du 附近 一 点 ,所 以 可 尽 将 az、arsaAmws 在 4 点 展开 并 
取 一 级 近似 , 即 
14 


于 是 (12.87) 式 可 写成 
ALSBr} = AK :Hr 


其 中 
aaaz) aar) SAa) 
dr dy E24 
AK = {AK,) 一 2 oe Eo 
NO) 二 am IM) 
zt 9y de 


) | ;> 
| 。 


~ ~ IAu AALY | aC Ma 
[Ais = Ma + | Br + | ay + 
> A a) | HAv) | AAD) 
Avsp 一 Ava 十 十 3y | By 十 一 马 
Ats 一 Aia 十 x Bx + dy + A | dz 
过 


站 


《12. 88) 


《12, 89) 


(12.90) 


如 下 为 了 方便 计 , 路 去 下 标 4 ,按照 推出 忆 用 应 变 张 量 的 向 法 ,将 张 量 AK 作 和 分 解 , 于 是 


C12.89) 式 可 以 写成 类 似 于 (2, 59) 式 的 形式 ， 


上 AD) = AE ' Sr 二 Ar Xx or 
趟 中 
AE= {Ae,} 一 (ZAK, 十 AR 
a(An) 1 [em + aa 1 | ze | 
ar 2L dy Br J」 2 
| [acaz) | AaAm)] a(Av) 1 [2 
2L ar By J ay 2 
17aMw) oA 1raar] AMA) 
| 
Ag = Mos + Aa 十 hak 
fA, _ 工 [aarm) aaa 
acz 一 1| dy EE ] 
We XS) ] 
% = 7 一 了 
HAD) en 
\ A = z| ka ay | 


在 (12. 9) 臣 中 ,如 果 令 人 二 8 日 恋 形 只 在 工 轴 向 , 则 该 式 变 为 


ASr) = A = (sn — Bz)i— Ce 
AtGr)y Sr 一 8r Ge? 加 
即 有 全 了 | 全 四 Aell 


下 过 


《12. 91) 
人 


1 
1 
| 
1 
并 


《12. 92) 


从 而 看 出 As 是 输 向 线 元 iz 沿 轴 向 的 自然 应 变 增 量 ; 同 理 ,Aes Ass 分 别 为 ? 轴 向 线 元 
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6y,z 输 向 线 元 z 沿 输 同 的 自然 应变 增 量 .所 以 ,AE 是 自然 应 变 增 量 张 量 . 它 是 不 包括 旋 


村 办 囊 在 内 的 \ 纯 杰 形 
在 (12. 917 式 中 的 最 后 一 项 :Aa x 注 表 示 订 作为 刚体 旋转 的 矢量 ,Ax 表 示 这 在 名 时 


间 内 的 旋转 角 。 
应 变 偏 量 增 基 张 量 的 定义 为 
AD =AE— 3 .ApI 一 (aej (12. 93) 
其 中 
1 
Ae, = Me — = + AOB, 
| m3 (12.94) 
A = Me 十 Bez 十 Dess 
12. 5. 3 自然 应 变 应 蛮 率 
自然 应 变 的 应 变 率 定义 为 
E— {1) 一 lim 人 = [im 笔 | (12.95) 
疾 (12.92) 式 , 则 有 (详细 推 证 , 见 附 录 12.1) 
Eli 一 3 bs 一 3 533 一 本 
各 一 ia 了 性 十 澡 
| (12. 96) 
si = Esl 一 | 天 十 | 
1 


， ww ， 抽 | 
名 一 全 一 了 | 于 ay! 


式 中 的 wv,ww 分 别 为 质点 速度 矢量 的 xz 轴 向 .y 轴 同 和 z 轴 向 的 分 量 ,于 是 (12. 95) 式 可 写 
成 


二 ， 1 He, | 
E= (6; = fo Ea Fa, 
Ww Li 圭 号 | 二 | 旦 上 名 | 
ar 213y 十 ox! | Ar 
| 4 li% aw 
219r Ty 3 2 关 十 到 | (12. 97) 
lfaw | lidw | 了 | dw 
> 总 十 娄 | 2 ay 十 下 | dz 


这 就 是 自然 应 变 应 变 率 张 量 , 亦 称 为 变形 速度 张 量 (关于 变形 速率 张 量 , 详 见 3. 4 节 )。 


应 变 偏 量 张 量 的 变化 率 。 据 (12. 93) 式 ,这 个 变化 率 为 


p=- 人 一 | 各 | 


= 二 208,)=E- L071 (12. 98) 


其 中 
16 


2 节 十 ww ”为 质点 的 迷 度 矢量 
而 根据 连续 介质 (不 管 是 流体 还 是 国体 ) 的 质量 守恒 , 见 (?.14) 式 ,有 
SP + pdivy = p+ pdivy = 0 
于 是 (12.99) 式 可 写成 
9, —— ee = V/V 


其 中 p 为 介质 密度 ,V 二 六 为 比 容 , 利 用 (12. 99) 和 (12. 100) 式 ,D 可 写成 


“ . . , 1 - ” 
D= {e,) = 6 — Sdiwd, | = (ss— 40 /We 
= 3 一 闪 3V/V 
[a 和 [9 
2 = 一 
e313 一 上 3 一 3V/V = 也 一 V/V 
， 。 : ia dh | 
eT gay | 
213 一 6l3 = 有 13 = ;> 337] 
， 。 ， ii dv 
Er3 一 了 3 一 £23 一 2 史 十 | 


由 G32, 92) 的 第 二 式 可 以 给 出 角速度 钙 的 表达 式 


名 一 im SG wi wd wk = wi wo) 4 wk 
i A 


jp 
一 im se -二 [又 一 纪 ] 


An 内 2 LL3y oz 


1 和 一 卫 | 本 一 至 
1m = 2 Le = 
A JE a 了 

TT 3 


ax 一 lim 一 


at 2Lar Gy 
根据 上 式 第 出 的 角速度 @ 与 速度 + 的 关系 ,得 到 如 下 一 个 重要 关系 式 
tw 一 roty 


12.5.4 应 变 率 和 应 变 导 数 


{12. 99) 


{12. 100) 


{12. 101) 


(12. 102) 


《12. 103) 


(C12. 104) 


物体 在 变形 中 , 它 的 每 个 线 元 或 微 元 体 5( 即 质点 ,注意 在 连续 介质 力学 中 的 质点 与 理 
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论 力学 中 所 说 的 贰 点 有 所 不 同 , 它 不 但 有 一 定 的 质 > 
量 ,而 且 还 应 视 作 有 “类 小 ”, 即 有 “体积 ”, 其 体积 还 上 x 
在 变化 ,只 是 在 宏观 上 极 小 而 已 ), 都 在 不 断 地 位 移 、 | jy. ~ 
旋转 与 变形 ,不 同时 刻 , 它 处 的 方位 和 形状 是 不 同 | 和 
的 ,图 12.7 表示 出 一 个 二 维 体 元 ,在 ;一 5 时 刻 它 处 | 
于 空间 4 点 。 现 到 两 个 标 架 : 一个 是 空间 固定 标 架 。 | (= 
zy; 另 一 个 是 “ 钉 在 ” 体 元 上 且 随 体 旋 转 的 标 架 6 = 
X.Y, ,简称 “ 随 转 标 架 ”。 在 : = 4 时刻 两 个 标 架 平 
行 , 即 X, 轴 与 x 轴 平 行 ,Y, 轴 与 y》 轴 平行 ,到 :二 
1 时 刻 , 体 元 由 4 点 移 到 点 ,不 但 形状 改变 ,而 及 还 转 了 一 个 角度 Aa, 随 转 标 架 生 ,了 ， 
亦 转动 se 角 。 

在 t 一 六 时 刻 , 体 元 在 固定 坐标 系 ozy 中 和 随 转 标 架 义 ,Y， 中 应 变 张 量 均 表 示 为 

E 一 E, = {s(n)} (12.105) 

到 *= 时 刻 , 体 元 旋转 了 Aa 角 ,此 刻 , 体 移 的 应 变 状态 在 固定 坐标 系 ozy 中 和 在 随 

转 标 架 和 ,了 。 中 分 别 表示 为 


A’ 证 一 在 二 1 
, 


图 12,7 


E= Er = l(tr4i2)} C12.106) 
E’ 一 ET 一 《人 1 C12. 1077 
1. 应 变 导数 
作为 应 变 导 数 , 它 的 定义 为 
E* = lim tt — 
A 
= | lm Se Ee | (Er (12. 108) 
I atl En 


该 式 即 (12. 78) 式 ,只 是 某 些 符 导 写法 不 同 而 已 ,其 中 Ar 二 4 一 与 ,显然 ,E* 并 不 是 上 一 
au 时 刻 的 应 变 变化 率 , 因为 由 * 张 量 E, -> 张 量 E,+i” 不 仅 有 变形 因素 ,而 且 有 旋转 因素 在 
内 , 那 使 体 元 在 由 六 一 志 时 没有 变形 , 则 也 与 Er 亦 不 同 , 因 体 元 旋转 了 (注意 ,这 里 所 
说 的 EE 与 Eri 相同 与 不 同 , 是 指 其 各 个 分 量 6 的 相同 与 不 同 , 并 不 是 指 代表 张 量 整体 的 
符号 有 的 本 身 ) 。 

2. 应 变 率 

应 变 随 时 间 的 改变 率 , 即 应 变 率 , 它 是 不 包 食 旋转 因素 在 内 的 “ 纯 应 变 的 变化 率 ”, 因 
此 应 在 随 转 坐标 系 中 描述 , 即 消除 旋转 因素 , 故 上 = # 时 刻 的 应 变 率 定义 作 

， ET ， 一 E, 
At 


kE= {é,) = lim 


i 本 _ ' 
一 | lim E(t) 一 Elis), 
i tnti1 一 四 | 


C12.109) 


其 中 ET. 是 表示 将 张 量 Ey 旋转 一 Ax 角 ,而 已 既是 表述 在 固定 坐标 系 中 ,也 是 表述 在 随 
转 誉 标 系 中 , 因 在 4 时 刻 阿 标 架 一 致 
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显然 ,在 一 获 的 情况 下 与 &* 是 不 同 的 , 因 


1 Eri BE (Eli Oo En) + CBr — BE) 
5 lm A = tm At 
TIT 四 [ 
= fim Ht +E’ C12. 110) 


只 有 在 无 旋转 时 (ae = 0), 应 变 导 数 与 应 变 率 才 相 同 。 
如 上 的 论证 虽然 是 结合 二 维 应 变 情况 ,对 于 三 维 情况 亦 完 全 如 此 。 
12.5.5 ”应变 偏 量 号 数 与 应 变 偏 量变 化 率 
同 理 , 应 变 偏 量 导 数 5 应变 仿 量 变化 率 亦 合同 。 应 变 储量 导数 ， 
D: = lim Pr 


由 一季 


Ein ) — ett 了 


= | lim 名 oj 


i tap iin 
。 。 + | 
一 站" 一 二 时 工 一 (s -一 半分 3 | (12.111) 
应 变 储 量变 化 率 宇 祥 为 
站 一 月 


eT (t+1) Bttn) 
in+1 一 加 


一 ,ll 


+ 1 一 与 


|= (6, 


一 E— 到 gd 一 1 一 Tos,) C12, 112) 
应 注意 ,在 张 量 旋转 时 名 不 变 ( 所 谓 " 不 变量 * 就 是 这 个 意思 ) ,所 以 
m 的 (etiy 一 页 (5 = jim a CO) 


名 上 1 tr bn hin bntl 一 in 


12.6 主 应 变 ' 应 变 不 变量 . 体 膨胀 系数 


不 管 是 拉 格 彰 日 应变. 欧 拉 应 变 . 习 用 应 变 ,还 是 自然 应 变 , 它们 都 是 二 阶 对 称 的 笛 卡 
尔 张 量 (symmetric second-order Cartesian tensor) ,对 于 这 样 的 二 阶 对 称 张 量 , 同 虚 力 张 量 
一 样 ,当然 存在 主 方向 和 主 值 (参见 § 2. 5)。 

然而 这 种 主 方向 和 主 值 ,只 有 在 小 变形 的 情况 下 才 有 明显 的 物理 意义 .因此 我 们 只 按 
小 变形 的 条 件 下 ,引进 主 方 向 和 主 值 : 

在 介质 中 的 某 一 点 上 ， 所 请 应 变 张 量 的 主 方向 (principal direction) 其 指 在 该 点 的 微 元 
体 在 由 纯 应 变 ( 即 不 存在 刚性 旋转 ?引起 变形 时 ， 微 元 体 在 该 方向 的 方位 (orientation) 不 
变 , 即 变形 (上 应变) 只 发 生 在 该 方向 (当然 ,在 一 点 主 方向 不 止 一 个 ) 。 

主 应 变 值 (principal strain value) 或 称 应 变 主 值 , 就 是 在 主 方向 发 生 的 单位 相对 位 移 ， 
即 正 应 恋 (normai strain) 。 

12.6.1 相对 位 移 

现 考虑 在 介质 变形 开始 时 ,有 一 个 质点 处 在 Pu 点 (以 P 代表 该 质点 ) .在 它 附近 有 另 
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一 从 《12. 113) 


一 质点 处 在 后 点 (以 @ 代表 这 个 
质点 ) ,如 图 12. 8 所 示 , 共 中 
SR = SX, 
介质 在 变形 后 (4 = : 时 刻 , 或 变形 
结束 ) ,质点 Po 从 Po 一 了 点 ,其 位 移 
为 De ;质点 @ 从 名 一 入 点 ,其 位 移 
为 Da,. 这 两 个 质点 的 位 移 差 即 相对 
位移 (relative displacement)dE 为 
dd = dé = bo — bs, 
(12.114) 
由 于 我 们 研究 的 是 小 变形 ,所 以 机 
个 邻近 的 质点 在 变形 后 其 位 移 差 亦 图 12.8 
很 小 ,所 以 可 把 @ 质点 的 位 移 Do 
在 PP 点 按 索 勒 级 数 展开 (Taylor series expansion) 并 略 去 高 阶 项 ,于 是 (12. 114) 式 可 以 写 
成 (参见 {12. 51) 式 ) 


d=J .8R 或 40 = 8 (12.115) 
j 


将 上 式 两 边 同 除 “$8R 的 长 度 SK 后 , 则 给 出 单位 相对 位 移 矢 量 (Cunit relative displaceinent 


和 


Vector s 


db » .9 
R=]'t 或 BR ™ 3X, 8R (12.116} 
其 中 
rr Ed 2 羡 的 全 Ai 
R= ~ (OXY 十 (8K,) 十 (8X,) + {= BR 
将 J 按 (12. 537 式 作 和 分 解 , 则 (12. 116) 式 写成 
dD di SX, 
沽 一 十 四 或 入 = 本 十 刀 ) 硫 (12.117) 


1I2.6.2 主 上 方向 积 主 苇 
按 应 变 主 方向 的 定义 ,在 无 旋转 的 情况 下 ( 即 H = 0) ,车 单位 相对 位 移 矢 量 d 节 7/ 训 不 
改变 方位 , 即 它 与 1 共 线 (collinear), 亦 即 有 ( 见 (12.,117) 武 )， 
EA.I=d 或 Et = (12.118) 
按 定义 , 1 即 主 方向 ,e 即 为 主 值 。 
在 式 (12.118) 中 因 i 关 0, 故 若 该 式 有 非 平凡 解 (nontrival solutions) , 则 应 有 
| 下 一 65| 二 0 或 JE* 一 | 一 0 
将 上 式 展 开 可 推出 关于 的 三 次 方程: 
十 -=0 (12.119) 
其 中 
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i 二 一 下 入 二 下 一 和 二 tr 也 本 

| 1 一 六 CE 一 FEe) 《12. 120) 

| = [5 | = dctE* 
在 这 里 负 , 包 和 饭 分 别称 第 一 ,第 二 和 第 三 应 变 不 变量 (first ,second and third strain invari- 
ants). 从 2. 119) 式 可 以 解 出 s 的 三 个 根 : ed et vcd. 与 之 对 应 的 又 可 解 出 三 个 主 方向 ; 
i jj , 即 在 介质 一 点 上 应 变 张 全 存在 三 个 主 方 向 ,这 三 个 方向 且 正 交 ( 参 见 $2. 6)， 
而 so .se se 为 三 个 主 值 。 

如 上 沽 虚 的 是 习 用 应 变 张 量 。 当 然 , 和 作为 二 阶 对 称 的 拉 格 朗 日 有 限 应 变 张 量 , 欧 拉 有 
限 应 变 张 量 .自然 应 变 张 量 亦 存 在 主 方向 . 主 值 和 应 变 不 变量 ,不 过 它们 设 有 习 用 应变 的 
那样 物理 意义 。 

12. 6. 3 ” 体 爱 腾 系 数 

习 用 应 变 的 第 一 不 变量 0 有 重要 的 物理 意义 . 它 为 体 应 胀 系数 (cubical dilatation)。 

为 此 ,我 们 将 张 量 了 4 的 三 个 主 方向 取 成 坐标 输 的 方 回 ,并 取 一 个 如 图 12. 9 所 示 的 害 
形体 元 ,其 过 长 分 别 为 :8X .8Xs .8X3. 


Ts 
| C1 £0) 


图 12.9 


由 于 XX、5X,、5Xs 各 自 处 于 主 方向 ,所 以 它们 在 变形 时 不 改变 方向 , 按 (12. 118) 式 则 
有 
BR, = Xe — Br = edR, 十 BR = (1 + ey IdX,e, 
BR; 一 Xoes — brs — ed 十 BR, = (1 十 ec ) Xe, (12. 121) 
SR, 一 Se + drs 一 ec HR, + HRs = (] 十 ec) RNses 
在 变形 前 体 元 的 体积 
SV, 一 8X18X 3X 
在 变形 后 , 按 (12. 131) 式 , 体 元 的 体积 
BV = (1 + ep) (1 十 eof + ec ) ON SRON, 
于 是 得 到 体积 变化 率 即 体 脱 胀 系数 名 
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AGVY) OY OV, 
Wo ”3 


= En 十 5 十 Er 二 (EcyEczy TT Ekta TT Erné0)) 十 FerEcey era, 《12. 122) 


将 在 主轴 坐标 中 应变 张 量 


内 一 


Eu}y 0 0 ] 


9 0 Ea) 
即 有 
， 0 = ta 一 ew, 十 sy 十 ee (12. 123) 
由 于 所 考虑 的 为 小 变形 ,所 以 eo .sensste 均 为 小 量 , 故 在 (12.122) 式 中 略 去 二 阶 以 
上 的 小 量 后 , 则 推出 


SW 
久 寺 A 一 5 十 so) 十 et 一 内 《于 2 124) 
[0 
由 于 名 是 不 随 坐 标 系 改变 的 不 变量 ,因此 有 
员 二 EA 十 十 到 二 50 十 E09 十 509 一 入 (12., 125) 


从 而 说 明 , 在 小 变形 的 情况 了 下, 4 就 是 体 脱 胀 系数 岳 . 


有 


12.7 线性 应 变 的 协调 方程 


不 管 是 欧 拉线 性 上 应变, 拉 格 朗 日 线性 应 变 , 还 是 习 用 应 变 ,它们 都 是 位 移 梯 度 的 线性 
形式 。 不 过 在 本 书 中 不 再 细微 区 别 它们 ,将 它们 视 作 一 样 ,而 以 习 用 应 变 作为 这 些 线性 应 
变 的 代表 。 对 于 习 用 应 变 有 ( 见 (12, 54) 式 》 

秦 一 去 ( 党 十 党 ， 
出 此 得 知 , 5 作为 二 的 一 阶 人 篇 导数 或 刀 的 一 阶 偏 导数 之 程 , 诸 ES 当然 不 能 完全 随意 取 
任 , 它 们 要 受 "w 作 为 包 元 单 值 连续 函数 "的 性 质 制约 , 郧 诸 E4 之 间 还 应 满足 一 定 的 关系 ， 


例如 


(12.126) 


将 如 上 第 一 式 两 边 同 时 , F/9X3, 第 二 式 两 边 同 时 :了 ¥/9X?, 然后 所 求 结果 相 加 ,再 利用 如 
上 的 第 三 式 , 则 有 


FES FE FF ,Ml ¥ ,he 
ox 十 ONS a 十 了) 
a Ca 
本 5 十 AX 0 3X 
Ed a 
二 到 并 《12. 127) 


即 我 到 了 厂区 请、 之 问 的 关系 ,对 于 本 的 所 有 分 量 而 言 , 控 如 下 方法 推出 ， 
对 C12.126) 式 两 边 同时 求 玫 /3X3X1, 给 出 ，; 
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PEA FF ,lL Mt 于 1 Hi, 
区 


DOX 取 2 2» 20. 2 ax, 
四 1 尖 ， Ee 了 Pe; 
= 了 3X 


将 (12. 126) 式 的 指标 i 一 &、j -后 ,给 出 


Pe 
ER 一 2 IX, 十 3) 


(12. 128) 


对 上 式 两 边 局 时 求 子 /3X,3X,, 纵 出 ，; 
Es CL ae) 上 于 (了 ai 
aK OX, 3 2 OX, DB 2 3x, 
] ds pa 1 i 
也 2 aX 下 aX,28, 2 aX, 
将 (12. 128) 式 和 (12. 129) 式 相 加 , 则 给 出 
FE Be 子玉 二 FE 
aXiDX aXIXN, XIN, 37 
这 就 是 线性 应 变 诸 分 量 所 满足 的 关系 式 , 即 所 谓 的 线性 应 变 协调 方程 (compatibility equa- 


2 


) (12. 129) 


(12. 130» 


tions for linear strains) 。 


式 (12.130) 共 81 个 方程 ,但 不 同 的 只 有 6 个 ,其 体 列 出 为 


FEA , IES _ ， 了 ES 

DXi ax °° dXdx, 

PES ES _ ,FEA 

AX2 aX? 58 

FES ,FEN ,FES 
J as MX, (12. 131) 

a ( 38 ,9Bf 26) FF 
aX， BR， 2X, OX” aRON, 

9 (3E8 _ 2B ， aE 和 FA 

2 0 EN aE _FEA 


如 上 是 从 数学 上 讲 , 诸 色 间 必 须 满足 的 关系 ,从 物理 上 讲 , 亦 要 求 诸 本 间 有 一 定 的 
约束 ,不 然 的 6 个 独立 分 量 不 加 限制 地 任意 指定 , 则 从 (12, 126) 式 可 求 出 位 称 的 偏 导 
数 多 余 3 个 ,而 从 每 个 位 移 偏 导数 ,都 可 求 得 位 称 和 失 量 间 的 一 个 分 量 , 于 是 根据 所 求 得 交 
的 分 量 多 出 三 个 ,但 忆 的 分 量 只 有 三 个 ,从 而 出 现 矛盾 ,给 出 图 12. 10 所 示 的 (cy 或 (d) 的 
情况 . 即 按 给 定 的 诸 研 , 从 图 12. 10(a) 所 示 的 初始 连续 体 计 算出 的 变形 呈现 “分裂 "或 
“ 重 玲 "。 这 是 不 可 能 的 。 因 为 现在 研究 的 是 弹性 连续 介质 体 ,弹性 变形 不 可 能 出 现 分 发， 
更 不 可 能 出 现 介质 重要 ,只 能 出 现 从 园 12, 10(a) 至 图 12. 10(Bb) 所 示 的 变形 情况 。 


12.8 弹性 材料 广义 胡 克 定律 ， 弹性 应 变 能 


所 谓 弹性 材料 ,就 是 在 载荷 取消 后 其 变形 可 以 完全 复原 的 材料 ,这 只 能 发 生 在 小 变形 
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的 情况 下 。 
12.8.1 广义 骨 训 定律 
如 下 研究 无 热效应 的 弹性 
材料 ,对 于 这 种 简单 材料 当然 
满 是 局 部 作用 原理 ,于 是 
《5. 31) 式 所 示 的 本 构 证 郴 表 成 
= (00) = 三 (F) 
{12.132) 
作为 弹性 材料 ,应 力 与 应 变 的 
关系 不 依赖 变形 历史 ( 即 无 记 
忆 }, 于 是 如 上 泛 函 数 变 成 变形 
神 度 F 的 函数 , 即 成 为 
3 = TCFY (12.133) 
而 据 变 形 分 析 式 512.26) 和 4 Zh 
(12.53) 有 NNA 
F=J+I~=E:+H+I 
(C12. 134) 图 12.10 
于 是 (12. 133) 式 写成 


= FH 《12. 135) 
根据 物理 实际 ,质点 作 刚 性 旋转 不 会 引起 应 变 , 从 而 不 产生 应 力 , 而 I 为 常量 , 故 如 上 的 函 
数 成 为 只 作为 E* 的 函数 , 即 
工 一 工 (ERA) (12. 136) 
在 以 下 研究 中 为 了 方便 ,将 BE* 写成 E、 了 到 写成 8, {同时 ,对 于 弹性 小 变 一 般 不 再 区 
别 拉 格 庆 日 坐 标 与 欧 技 坐标 , 除 特别 指出 y, 即 


。 E* = {Es) ~E= {e,) (12. 1373 
依据 (2.137) 式 ,作为 漳 性 的 本 构 甘 系 (12.136) 式 写成 
二 一 ZE) 或 oi = oy(ey) (12.138) 


现在 从 512.138) 式 出 发 ,寻求 应 力 应 变 的 具体 了 泡 数 关系 。 由 于 是 弹性 小 变形 ,应 变 分 量 5 
均 为 小 量 , 于 是 将 (12. 138) 式 在 sj = 0 处 泰勒 展开 (Taylor expansion) ;并 取 一 阶 小 重 , 则 
有 


Gu 一 2 Ey {12.139) 
好 | 一 日 
令 ， 
A 
Cijy 一 Fe = {Cn} (C12.140) 
Hi | =0 
于 是 (12. 139) 式 写成 
gj; 一 Cwty ‘一 C:E {12. 141) 
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十 束 就是 通常 所 说 生 线 关 性 本 移 大 么 (constitutive relations for linear elasticity }, 亦 称 作 广 


让 
时 


和 


ij 的 指标 域 均 为 3, 即 站 7 一 1,2,3) 但 因应 力 张 量 三 和 应 变 张 量 下 都 是 对 称 的 二 
阶 张 量 , 即 

(2 和 (12. 142) 
根据 如 上 的 对 称 性 ,可 以 推出 Camu 中 只 有 36 个 是 取 值 不 同 的 。 利 用 这 一 特点 可 和 糙 
(12. 141) 式 改写 ,为 此 将 应 力 应 变 的 双 指 标 收 为 单 指标 ,弹性 常数 的 四 个 指标 变 成 双 指 
标 , 其 指标 域 亦 由 原来 的 3 变 到 6, 具 体 地 , 令 


di 一 员 9 try 一 Os » a3 一 3 


(12.143}) 
gs = = 0 OO 
即 
fo os os oy os ol 
之 一 | O22 | 一 Ta Os (12.144) 
0 Fag 33 gs Os 
| 3 (12.145) 
E = to/ 6 一 6 一 局 /2 , b= En = Ect2 
即 
El TE 5 
El Es £3 
EE= |eny ez £7111 一 Fe Ez EE (12.146}) 
El 3g £33 1 1 
Hs pu Ss 
利用 式 (12. 143) 和 (12. 145) , 则 式 (12. 141) 改 写成 
Ow 一 (wwEN £12. 147) 


(MN = 1,2,3,4,5,6) 
这 就 是 对 于 一 般 弹 性 各 向 异性 材料 tanisotropic material) 常用 的 胡 克 定律 形式 ， 
12. 8.2 弹性 应 变 能 
由 于 我 们 所 研究 的 是 不 考虑 热效应 问题 , 即 为 绝热 问题 ,于 是 由 连续 介质 普遍 适用 的 
能 基 方 程 (4 58) 式 得 到 


dr = vB i ， = pb 《12. 148) 
式 中 e 一 一 为 比 内 能 ,e- 一 为 密度 ,8 一 一 为 变形 速度 张 量 
一 {B,} ， B= 这 (下 十 2 《12. 149) 
Cw 一 为 速度 分 量 ) 


如 若 现在 所 研究 的 应 变 张 量 为 自然 应 变 , 则 也 -- E( 见 (12.97) 式 )。 然 而 我 们 所 研 
究 的 为 小 应 变 , 即 习 用 应 恋 


，_ 了 工 | 
卫 一 (gr;} »” Ei 二 2 x + 2 
对 上 式 求 物质 导数 , 则 有 
E= {ei} , 时 一 六 十 尝 ) {12. 150) 
各 | 二 
其 中 lr 
Po; _ Pr OT Bi Wk 
而 3 om ar x + 
由 于 现在 研究 的 为 弹性 小 变形 , 故 【 > | 攻 1， 所 以 在 上 式 中 略 小 量 , 则 有 
do _ 
Er 《12.151) 
于 是 得 到 在 小 变形 的 情况 下 同 自然 应 一 禅 ,有 
“ 1 .Bo ,A _ 
E=B ,STB= s(t) (12. 152) 
因此 (12. 148) 式 表 成 
de 1 ,dE de 1 ds; 
dp dT a pa 


即 有 


1 oe _ 
de = 0 de 或 x 一 a C12, 153) 


又 考虑 到 在 弹性 小 变形 的 情况 下 密度 变化 很 小 , 即 视 p 一 const, 于 是 将 (12. 141) 式 
代 进 上 式 后 ,可 以 积分 ,给 出 


如 一 2 Cum {12,154) 
这 个 比 记 能 电 开本 作 省 性 应 次 能 Celastic strain energy per unit mass) ,也 就 是 


CE 


| 


页 计 下 在 如 上 少 民 的 标量 各 乔 闸 向 该 该 式 推 出 
Cusitr = Cissy 
即 有 
{Cu — Cu) eey EO 
如 上 是 个 多 项 式 , 但 诸 应 变 分 量 & 却 是 任 取 的 ,从 而 推进 
Cy = Ca (12.155) 
即 有 
Cyn = Cxw (12.156) 
由 于 这 种 对 称 , 使 之 取 值 不 同 的 弹性 常数 由 36 个 变 成 21 个 . 现 将 这 些 弹 性 常数 形成 
矩阵 次 
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TO Cr Cs Cu Cs Ci 
Cs Ca Cas Ca Cos c | 
[Cyxj = Cs Ca Cn Cu Os Cn (C12, 157) 
[Cs Ca Cu Ca Cas Ca 
Cs Ces Cas Cs Css Css 
IC Cs Ca Cs Cse Ce 


这 就 是 存在 弹性 应 变 能 情况 下 ,一 般 弹 性 名 向 异性 材料 的 弹性 系数 矩阵 。 


12.9 ”不同 对 称 条 件 下 的 弹性 常数 


上 一 节 给 出 了 在 纯 力学 行为 下 (存在 强 性 变形 能 ) 的 弹性 常数 ( 即 弹性 系数 ) , 共 21 个 
独立 ,这 是 对 于 普遍 情况 , 即 针 对 完全 各 向 异性 材料 .然而 ,实际 的 弹性 材料 往往 有 些 不 同 
的 对 称 性 , 即 非 完全 各 向 异性 , 这 时 取 值 不 同 的 弹性 系数 还 可 以 进一步 减少 。 

12.9.1 各 向 同性 与 各 向 异性 概念 

如 果 弹 性 性 质 与 描述 它 的 坐标 和 无关 , 则 称 这 种 材料 在 弹性 上 是 各 向 同性 的 Celasti- 
cally isotropic); 她 果 材料 的 弹性 性 压 与 描述 它 的 参考 系 有 关 , 则 称 这 种 材料 在 弹性 上 是 
各 向 异性 的 , 即 其 弹性 性 质 随 方向 变化 。 

12. 9.2 具有 平 而 对 称 的 弹性 材料 

所 谓 弹 性 对 称 平 面 plane of elastic 
symmetry) 是 材料 的 弹 性 性 质 以 这 个 平 而 对 称 ， 
即 在 以 这 个 平 而 为 对 称 反射 的 两 个 坐标 系 (如 图 
12. 11 所 示 ) 中 所 有 的 对 应 弹性 常数 相同 , 以 对 称 
平 而 反射 的 两 个 坐标 系 前 x 与 x 加 向 ( 见 图 示 ) 
称 作 等 价 漳 性 方向 (equivajent clastic directions), 
图 12. 11 中 的 zizs 平面 为 弹性 对 称 平 商 , 具 有 这 
洋 平 而 的 材料 称 作 平面 对 称 的 弹 任 材料 。 按 图 
12. 11 所 示 的 两 个 坐标 系 , 有 


， ， ， 图 12.11 
XX 1 Ts 了 一 一 了 

£12, 158) 
据 (1. 95. 2? 式 ,两 个 坐标 系 的 变换 系数 a 与 坐标 之 则 的 关系 为 

TO ry {12.159) 
于 是 可 求 得 变换 系数 张 量 

| 1 0 0 
A = {a,) = 2) -lo 1 0 (12. 160) 
:0 0 一 1 


利用 A, 可 以 求 得 应 变 张 量 的 分 量 ,应 力 张 量 的 分 量 在 两 个 坐标 寺中 的 关系 ,在 
ozizszs 坐标 系 中 表述 的 应 力 张 量 与 应 变 张 量 分 别 由 式 (12,144) 和 8!12. 146) 给 出 ,于 是 可 
给 出 它们 在 ox1xsx; 系 中 的 表述 
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工 一 {os = ld oe oo 
1og 四 
= 点， 到 让 而 
| oi Tp 一 有 | 
一 | Da Tp “| 
| 一 所 mn | 
邵 有 
17. 一 gs gs 一 加， 加 一 三 
加 《12. 161) 
4 Hs 一 一 上 人 OE 
而 
， 了 ， 1 ， 
El 2 Pye 
sp " 1 1 1 ' 
FB = lt! = 六 Ey put 
| 六 2 3 
一 点 下， 和 卜 : 
e 圭一 十 
2 2 
1 1 
= 了 5 Ea 一 pe 
] 
一 2 ~ pi Es | 
即 有 
[= £1， 号 一 6 一 所 
1 由 (12.162) 
‘OE Es 一 一 55 Es 一 63 


据 (12.141) 和 (12. 142) 式 ,以 及 弹性 系数 在 ozirrzs 系 与 orizazs 系 中 等 价 , 则 有 
0 = CmEy GE 
或 
Dr = CawEy row = Chawew (12.163) 

将 式 (12.161) 和 (12.162) 的 结果 代入 (12.163) 的 最 后 一 式 中 ,再 将 所 得 的 结果 同 
《12. 163) 的 第 一 式 比 较 , 则 推 得 

IC eu =o0Cs = = C=Cs=00s= Cu,=0 

[Ca = Cs=0Cs Cs = 60 = Cu 0Cs = Cs=0 
于 是 弹性 系数 张 量 的 不 同 分 量 ,由 21 个 变 成 13 个 , 即 为 


(12. 164) 
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Cy Ci C3 0 0 Cs 
Ca Ci Ca 0 0 Cs, 
C= (Cyxy} = Ca Cm Cs 0 0 Cw Cy 一 Ca (12.165) 
| 0 0 0 Co CG 0 
0 0 0 Ca Cs 0 
CO Cpe Css 0 0 Ce 
这 就 是 在 纯 力 学 效应 下 ,具有 平面 对 称 的 弹性 材料 的 弹性 系数 。 
12.9.3 具有 正安 对 称 的 弹性 材料 
如 果 材 料 具有 三 个 相互 垂直 的 弹性 对 称 平面 , 则 称 这 弹性 材料 为 正 交 各 向 异性 的 


{orthotropic) 。 对 于 这 种 材料 ,弹性 系数 的 林 同 分 量 , 在 人 42. 165) 式 所 未 的 基础 上 由 13 个 
蛮 成 9 个 , 却 为 


Cu C1 Ca 0 
| Cs: Ce Ca 0 

Ca Ca CC 
co - 
| 
0 已 0 0 Css 
0 nD 0 0 站 Ces 

当然 还 有 其 他 一 些 对 称 情况 下 ,不 再 多 述 。 


12.10 ”各 向 同性 介质 的 弹性 常数 


对 于 各 向 同性 材料 而 育 , 在 任何 一 个 方向 上 都 是 弹性 等 价 的 , 即 材料 的 弹性 性 质 没有 
方向 性 ,与 描述 它 的 坐标 系 无 关 , 对 于 这 种 材料 ,其 取 值 不 同 的 弹性 系数 可 以 大 大 减少 ,由 
36 个 变 成 2 个 ,推出 这 种 结果 有 刀 种 方法 。 

12, 10. 1 利用 坐标 赛 换 的 方法 

电信 四 上 节 的 做 法 ,通过 不 断 地 改变 坐标 系 的 方位 ,可 在 (12. 166) 武 的 基础 上 推出 

1 十 2 A 4 oO 0 0 


让 


:Cu 一 Cw £12. 166) 


| 


A A 2 A 0 0 0 
A A A 2g 0 0 0 
C= {Cur} = | {12.187) 
0 0 0 产 0 0 
0 0D 0 oO 疡 昌 
0 (中 0 0 0 g& 


将 这 些 弹 性 常数 代 进 式 ox 二 Cwwew 中 , 然后 再 利用 ow 与 ou 的 关系 、sv 与 5 的 关系 式 
C12. 143) 和 (12. 145), 则 给 出 
0 一 ME 十 Dre, {12, 168) 
(f= 1,2,3,7 = 1,2,3) 


和 


constants) , 
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鸟 利用 第 六 章 的 附录 6. 1 中 的 (G30) 起 ;可 以 直接 给 出 各 向 同性 材料 的 弹性 常数 为 
Ci = Md + pd + Bd) C12. 169) 
将 上 式 代 进 C12.141) 趟 中 , 则 给 出 同 (12., 168) 的 形式 
gj = Ceower 一 Aeud; + 2p8,, 
12. 10.2 ” 按 常 用 的 工程 方法 
从 工程 与 实验 得 知 ,对 于 各 向 同性 材料 ,在 弹性 变形 z 
的 范围 内 ,其 应 力 应 变 基本 成 线性 关系 。 对 于 简单 拉 伸 ， 
应力 与 应 变 E 曙 图 12. 12 所 示 的 情形 ,好 有 简单 的 诅 克 
定律 成 立 
= Ee 《12. 170) 
其 中 下 为 杨 氏 模 量 (Young’s modulus) 。 0 " 
对 于 各 向 同性 材料 而 言 , 在 一 个 方向 单独 拉 伸 或 压 
缩 人 tension or compression)7 时 ,在 侧身 存在 着 同等 的 泊 松 
效应 KPoisson”s effecty。 在 材料 的 某 一 点 上 , 若 在 z 向 单独 作用 着 应 办 o.., 划 在 z+ 向 ,y 向 
和 xz 向 产生 的 应 变 分 别 为 ; 


图 12. 过 


1 
Err 一 FE 
' 
er 一 一 页 Gar 
3 
Es 一 一 Fa 


6 = 二 


如 果 在 zy\z 三 个 互相 垂直 的 方向 上 同时 分 别 作 用 se- .eve=， 结 果 在 这 三 个 方向 上 
所 产生 的 总 应 变 , 根 据 以 上 三 式 , 则 有 
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= eh + Es + 6 = EBL — Hy, + om)] 
5 一 ep 十 6 十 5, = 天 [os 一 Mo 十 Ge) 


sm 一 十 夏 十 蕊 一直 [0w 一 Wgss 十 ww)] 


其 中 , ”为 泊 松 比 C(Poisson7s ratio) 。 
在 各 何 同 性 国体 介质 中 ,法 向 应 力 只 产生 法 癌 应 变 , 如 上 面 所 述 ; 面 切 向 应 力 上 只 产生 


切 商 应变 , 切 向 应 力 与 切 向 应 变 的 关系 如 下 ; 


其 中 , G 为 剪 切 模 量 (shear moduius)。 
综 上 所 述 ,对 于 在 弹性 范围 内 前 各 条 同性 介质 的 应 力 应 恋 关 系 为 


Err 1 [Los Vyy 十 Gee) ] 


[Le 一 v(tTes 十 re)] 


| 


《12. 171》 


ee 
人 
3 


- [Le vg 十 gyy) | 


| 


| 


Er 


Evry 一 G7? Ex 一 pe 一 ao 

将 上 式 改 写成 应 力作 为 应 变 的 函数 并 表 威 张 量 形式 ( 即 (12. 158) 式 ), 即 为 

oi = pe 十 Mo 

关于 .A 与 环 .Gw 的 关系 见 下 面 ， 

12. 10.3 拉 梅 系数 与 工程 系数 和 的 关系 ， 体积 模 量 

在 广义 胡 训 定律 中 出 现 的 拉 梅 系数 &g 和 4, 它 们 辣 于 程 常数 x.E 和 GG 的 关系 ,可 以 这 
样 得 到 ,将 (12.168) 式 用 到 简单 拉 傅 况 , 于 是 便 给 出 
[ 一 2x 十 410 一 2 
0 =— 2 + Ml 一 加) 


i 
人 十 办 (一 2v) 
解 出 pe (12. 172) 
A 二 
再 将 (12, 168) 式 用 于 前 切 分 量 , 则 有 
0 = Hers (fF 
再 由 (12.171) 式 , 则 推出 
,££ . 
G= p= 50 二 万 《12. 173) 
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根据 平均 应 力 即 流体 静 压 力 训 的 定义 (2. 119) 式 、 应 力 届 量 的 定义 (2. 120) 式 和 应 变 
候 量 的 定义 412. 75) 或 (12. 77) 式 ,有 


五 二 一 so 一 一 二 (an 十 gs 十 0) 一 一 加 
| = 5 pd, C12. 174) 
[0 = EExd = Ej -6,, 


由 上 式 和 广义 硕 克 定律 (12, 168}) 式 ,可 以 推 贡 
‘= KO = KE, 


| = 2Ge, (12. 173) 
其 中 下 为 体积 模 量 Cbulk modulus) 
下 二 4 十 = 了 二 7 (12. 176) 
表 12.1 殉 出 几 种 常用 固体 材料 的 二.w.G 值 ,关于 丽 值 , 详 见 附 表 12. 1。 
囊 12.1 
名 称 Ekgfems) | Gkgiemr)y | Kdkg/em') | ， 
适 。 铁 | (0.55 ~ 1.5) x 105 100.37 0.58 X 10 COX 0.21~ 0. 30 
开 钢 | 2.0~ 2 X10r | i xl .24~029 
。_ 硬 名 合金 0 | 1 0.71 x 10° | 0.33 
迁延 鸯 1 1 X 108 D.4 Xx 105 | 1. 26 又 105 | 0. 31 ~ 9. 34 
焉 严 | 6X 10 0. 22 x 105 一 | oe 


‘ 衣 中 的 :kg 是 指 公 斤 力 ,或 写成 :kgf》 


泊 松 比 " 一 般 :0<v< 1/2; 对 于 金属 2: 在 1/4 一 173 之 问 ;对 于 不 可 压缩 材料 :" 一 172。 
12. 10.4 考虑 热效应 的 弹性 本 构 关 系 
如 果 材 料 受到 热 的 作用 ,特别 是 温度 分 布 不 均匀 ,那么 在 应 力 应 变 关 系 中 还 必须 考 碟 
温度 效应 ,对 于 各 向 同性 介质 而 言 , 沪 度 所 产生 的 应 赛 只 是 正 应 变 ,不 产生 切 应 变 , 于 是 考 
甫 光度 的 弹性 本 构 关 系 ( 参 诛 (12, 171) 式 ) 可 写成 


gs 一 去 [as — Voy 十 下 十 ok 了 一 了 
Eyy 一 六 [es 一 vgxrz 十 Ge) ] + oT CO— 0) 


] (12. 177) 
Er 一 Elo TT vs, 了 5,,) | 十 maT 一 了 


Er -一 


1 E54 一 Lo grr = 二 二 他 
Cy Try 3 2f7 Th “Ix 河和 Tr 


其 中 to 为 线 膨 胀 系数 ,了 为 温度 ,7 为 初始 温度 。 
者 将 上 写成 张 量 形式 ( 矢 照 (12. 168) 式 ) ,为 
0 = pe Daeg — ol3a + 2 CT — TY 
应 注意 ,在 本 节 的 论述 中 为 了 方便 起 见 , 尽 管 应 次 均 写 成 ,es,,、… ;但 它们 不 一 定 只 
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表示 自然 应 变 张 量 的 分 景 , 亦 可 代表 工程 应 变 ( 即 习 用 应 变 ) 张 量 的 分 量 esw、…，, 如 上 
所 做 ,在 以 下 的 论述 中 也 是 如 此 ,除非 特别 指明 。 


12.11 弹性 力学 问题 ， 又 加 原理 ， 圣 维 南 法 则 


作为 弹性 问题 .中 小 变形 ,采用 习 用 应 变 ;:@@ 除非 特别 指出 (如 在 应 力 波 理 论 中 ) ,一 
般 不 再 区 别 空 间 坐 标 与 物质 坐标 ,他 视 密度 不 变 , 即 2p = consz. 以 上 这 些 就 是 我 们 研究 弹 
性 问题 的 出 发 点 。 同 时 ,假定 介质 是 均匀 各 向 同性 的 ， 

12. 11.1 弹性 静 力 学 问题 

所 谓 弹性 静 力 学 问题 Cclastostatic problem) 是 指 在 所 研究 的 问题 中 v= 三 0, 由 于 v= 二 9， 
从 连续 手 方程 可 以 推出 de/d = 0, 妈 p 一 const 是 准确 成 立 的 并 非 近 似 。 弹性 静 力 学 问题 
就 是 静 力 平 衡 问题 , 它 不 考虑 变形 过 程 只 考虑 变形 终止 状态 。 

1. 弹性 静 力 学 问题 的 控制 方程 组 

中 平衡 方程 (equilibrium cquations)。 据 (4. 25) 式 ,有 


In 十 外 一 0 或 了 十 后 一 0 {12.178) 
名 胡 克 定律 (Hooke’s law)。 据 (12. 168) 了 有 有 


针 应 训 变 与 位移 的 关系 。 六 02 16) 式 ,有 
Fe 或 B- 工 (双环 ee, 


一 二 (3 二 


2 “3X, 十 沪 2 “2X, 
由 于 小 变形 ， 略 去 空间 坐标 与 物质 坐标 的 差别 ， 改 用 空间 坐标 ,于 是 上 式 表 成 
四 b+ 2 或 = 六 十 二 中 (12. 180) 


如 上 共 15 个 独立 方程 .15 个 木 知 画 数 (6 个 应 力 分 昌 、6 个 应 变 分 量 .3 个 位 移 分 量 、 
而 体力 8 是 已 知 的 ) ,所 以 方程 组 封闭 ,可 以 求解 。 

2， 弹性 静 力 学 问题 的 边界 条 件 (boundary conditions) 

如 上 的 方程 组 虽然 可 以 求解 ,但 要 得 色 确 定 的 解 , 还 需要 定 解 条 件 。 作 为 弹性 静 力学 
问题 的 边界 条 件 分 成 三 种 类 型 

站 在 所 研究 的 弹性 体 表面 (边界 } 上 给 出 位 移 分 布 ; 

句 在 所 研究 的 弹性 体 表 面 ( 边 界 ) 上 给 出 应 力 分 布 ， 
全 在 所 研究 的 弹性 体 的 表面 (边界 ?的 一 部 分 给 出 位 移 ; 而 在 其 另 一 部 分 上 给 出 应 力 
分 布 。 

3, 对 于 给 出 位 移 边 界 条 件 的 弹性 静 力 学 问题 

谨 在 边界 上 给 出 位 移 为 

w= gilziyTax) 或 DO = g(r) (12. 181) 

因 边 界 上 给 出 的 是 位 移 , 所 以 将 控制 方程 组 (12. 178)、(12. 179)、(12. 180) 化 成 只 含 位 移 
形式 ,以 方便 定 解 , 即 有 


pti 十 AT Da + phi = 0 《12. 182. 1) 
或 
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vAatAvY DibB=0 (12. 182. 2) 
式 (12. 182. 1) 或 (12. 182.2) 称 作 纳 维 一 如 西方 程 (Navier-Cauchy equations) 。 
4. 对 于 给 出 应 力 边界 条 件 的 众 性 静 力 学 问题 
设 在 边界 鞋 给 出 应 方 为 
0 hr) (12. 183) 
将 方程 (12.178) 、C12. 179)、 《12. 180) 化 成 只 会 应 力 的 方程 为 


Do 二 0 012.184.1) 


或 
VE TVIs+ ovb + V+ Tv A=0 
(12. 184. 2) 

式 (12. 184. 1) 或 (12. 184. 2) 称 作 拜 尔 脱 拉 密 一 密 乞 尔 相 和 容 性 方程 (Beltrani-Michell equa- 
tions of compatibility) 。I s 一 ou， 为 应 力 张 量 第 一 不 变量 

12.11.2 弹性 动力 学 问题 

所 谓 弹性 动力 学 问题 (elastodynamic problems) , 基 指 所 研究 的 弹性 变形 问题 有 速度 
变化 ,但 变形 较 小 ,属于 弹性 范围 (如 举动 态 大 变形 , 那 忆 于 流体 强 塑 性 问题 ,将 在 后 面 处 
理 ) .对 于 这 样 的 问题 ,除了 像 在 弹性 应 力 波 理论 中 那样 精细 地 研究 之 外 ,一 般 略 去 空间 坐 
标 与 物质 坐标 的 差别 且 认 为 p = const。 据 C4.24)、(12.179)、(12.180} 式 , 则 有 

Gy Ph 二 Po 或 E+pB- pt 


ja 二 Ag6, 十 2 或 工 = 旭 [十 2 


(12.185) 
5 一 六 全 十 二) 或 EE= 汪 [VD + VDD] 
再 考虑 到 速 麻 与 位 移 的 关 杀 
= 或 v=B (12. 186) 


式 (12.185) 和 (12. 186) 共 18 个 方程 ,未 知 函 数 亦 为 18 个 ,方程 组 封闭 可 解 。 当 然 所 求 的 
解除 了 满足 边界 条 件 外 ,还 要 满足 初始 条 件 iinitial conditions) 。 
如 若 将 如 上 动力 学 方程 组 化 成 位 移 方程 为 


pe 二 A 二 Ai ,= PE (12.187.1) 


或 
pg 症 十 总 十 门 交 (区 十 大 一 po 《12. 187. 2) 
其 边 初 条 件 为 
Wt = gi(T1y Te Ta) 或 b= g(r,t) C12. 188» 
二 rr0) 或 = UV,0) (12, 189) 


12. 11.3” 翟 加 原理 
由 于 线 举 性 的 控制 方程 (12. 185) 及 (12. 187) 式 是 线性 的 ,所 以 方程 组 的 解 可 以 琶 加 ， 
即 千 加 原理 (principle of superposition) 成 立 。 
3 和 


例如 ,在 (12.185) 式 中 , 当 记 一 站 时 ,方程 的 解 为 :wo 、 吉 ， 即 它们 满足 


i pr 

oo pu = 
ti 一 11 £1y 

Oy AEkt Oi 十 2 pei 


(12,190, 1) 
= 二) 
而 在 (12.185) 式 中 , 当 刀 二 64? 时 ,其 解 为 :os 扣 ， 即 它们 满足 
B+ 一 pz 一 
2 (12. 190. 2) 
| 一 地 G9 十 况 ) 
将 (12. 190, 1) 式 与 (12. 190.2) 武 相 加 ,给 出 
(ci 二 oo) 一 pm 二 To 上 op) = 0 
Co 十 可 六 = ACet? 二 上 6 二 2p(5l 十 ed) (12.191) 
Ce + ep) = 7 + +] 
如 若 在 (12. 185) 中 忆 二 0 十 如 ,其 方程 的 解 为 :wi、o,、e,, 即 它们 满足 
oj — Puit pV + b= 0 
| Meud + Zp (12. 192) 


| 1 _ 
已 一 人 Cai 十 ii) 
将 (12.191) 式 与 (12.192) 式 相 比 较 , 则 推出 


Ww 《12, 193) 
从 而 说 明 方程 组 的 解 可 以 相 加 , 即 登 加 原理 成 立 。 
12. 11.4 圣 维 南 法 由 
圣 维 南 法 则 (Saint-Venant"s prin- 
ciple) ;对 于 作用 在 弹性 物体 的 荣 个 局 部 边 
界 上 两 个 独立 的 ,但 在 静 力 学 上 是 等 价 的 
(合力 相 等 、 合 力矩 相等 ) 力 蒜 ,所 造成 的 差 
划 只 限于 在 离 载 街 作用 较 近 的 地 方 ;而 在 
离 载荷 作用 处 较 远 的 地 方 ,由 这 两 种 等 价 
载荷 所 造成 的 应 力 应 变 的 差别 可 以 忽 路 。 
例如 图 12. 13 所 示 的 杆 AB 受 力 情 
损 , 第 一 次 杆 受 力 如 图 (a) 所 示 ; 第 二 次 杆 
受 力 如 图 (b} 所 示 。 只 要 这 两 次 作用 力 扼 相等 ( 因 它 们 的 合力 为 零 , 自 然 相等 ), 则 在 AB 杆 
的 中 部 所 产生 的 应 力 各 应变 几乎 一 样 。 
圣 维 南 原理 对 解决 实际 问题 非常 有 用 , 但 至 今 未 得 到 理论 证 明 。 


图 12. 13 


12. 12 塑性. 尾 服 条 件 与 加 载 准则 


物体 在 外 力 的 作用 下 发 生变 形 , 当 外 力 取 消暑 其 变形 可 以 恢复 原状 .这 就 是 弹性 变 
形 ;而 当 外 力 去 掉 后 ,变形 不 能 完全 恢复 原状 ,这 就 是 塑性 变形 。 同 一 个 物体 或 者 说 同村 
料 , 什 么 时 候 发 生 弹 性 变形 ,什么 时 候 发 生 塑 性 变形 ,这 与 作用 和 外力 有 关 ， 

随 着 作用 力 的 增加 ,应 变 亦 在 不 断 增加 ,在 变形 较 小 时 ,应 力 应 变 成 线性 关系 , 即 所 谓 
线 弹 性 ,如 上 面 所 述 ， 但 变形 增加 到 一 定 程 度 , 这 种 线性 关系 消失 ,应 力 应 变 成 非 线性 基 
系 , 从 线性 到 非 线 性 的 分 界 点 称 作 比 例 极 限 。 从 比例 报 限 再 增 加 ,一 直 增加 到 若 材 料 完全 
各 载 ( 去 掉 应 力 ) 后 仍 能 完全 恢复 原形 的 上 界 ， 这 个 上 界 称 作 漳 性 极限 。 对 于 一 般 材料 而 
育 , 比例 极限 与 弹性 极限 相差 很 小 ,所 纪 把 它 们 统称 为 弹性 极限 或 居 服 极限 yield limit) 。 

这 里 所 涪 的 届 服 极限 是 指 材料 变形 从 弹性 到 闻 性 的 第 一 次 届 服 极限 ,又 称 作 初始 届 
服 极 限 ， 

具 屈 服 极限 再 增加 应 变 , 则 材料 务 载 后 将 不 能 完全 恢复 , 留 有 残余 变形 (residual de- 
formation} 。 

12.12.1 局 服 曲 商 (yield surfacey》 

在 材料 中 一 点 的 应 力 状态 由 上 应力 张 量 王 决定 ,由 于 介质 在 无 分 布 力矩 的 情况 下 王 是 
对 称 的 :or = , 故 在 介质 中 一 点 的 应 力 状 态 实际 上 是 由 mw 中 六 个 独立 的 分 量 决定 的 。 

现在 以 应 力 张 量 的 六 个 独立 分 量 为 坐标 轴 引 进 一 个 六 维 空间 ,材料 中 各 质点 的 应 力 
状态 就 是 借 此 空间 来 表示 ,质点 的 一 种 应 力 状态 则 对 应 该 空间 中 的 -- 个 点 。 苦 一 个 质点 的 
应 力 状态 从 自然 态 ( 零 状态 , 它 对 应 坐标 原点 ) 开 始 连续 地 变化 到 刚 出 现 塑性 为 止 , 则 这 些 
应 力 状 态 对 应 着 应 力 空 = 间 的 一 个 区 域 ( 包 括 原点 在 内 的 一 个 区 体 ), 这 个 区 域 的 外 表面 就 
是 届 服 面 , 现 记 作 ， 

| GD = 0 

热 面 ,一 质点 的 某 种 应 力 状 态 , 可 以 由 它 的 三 个 不 变量 1 zs, Ez Is 决定 ,尽管 玲 标 
系 标 轴 取 向 不 同 应 力 张 量 的 分 量 就 不 同 , 但 应 力 状 态 决 不 因 坐 标 架 方向 变 了 而 改变 ,应 力 
状态 定 了 ,不 变量 就 完全 定 了 ,任何 坐标 方位 下 的 张 量 分 姑 a, 则 可 完全 确定 ,所 以 屈服 而 
又 可 甫 成 : 

flls,Is Es)=—0 
或 
foirgargs) = 0 {12.194) 

其 中 ooasos 为 主 应 力 , 又 因为 言 压 为 娟 不 太 高 (如 小 于 五 倍 的 屈服 应 力 ) 的 情况 下 ， 
材料 的 属 服 只 与 应 力 伍 量 Ss 有 闫 ,与 压力 如 无 次, 按照 上 面 所 述 的 同样 理由 ,屈服 面 又 可 
表 成 : 

fF:53) 二 0 或 六 IIoIo Eno 一 0 

应 力 偏 量 第 一 不 变量 I o 二 0( 关 于 不 变量 To 和 卫 pb, 见 式 (2. 125) 和 (2, 126)), 故 

遍 服 面色 可 表 成 如 下 形式 
ToEo) 一 0 (12. 195) 
如 上 上 上访 述 的 各 种 抽象 形 式 的 司 服 面 , 即 届 服 条 件 , 若 表 成 县 体形 式 很 复杂 ,使 用 起 来 
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也 不 方便 ,故常 用 简化 的 屈服 准则 。 

12, 12.2 常用 的 届 服 准则 (yield criteria in common use) 

常用 的 屈服 准则 5( 即 性 最 条 件 ? 有 两 个 ,它们 者 是 如 上 屈服 条 件 的 近似 ， 

1. 性 斯 卡 准 则 (CTresca yield eritction》 

该 届 服 准则 是 ; 当 最 大 切 应 力 rw 达到 一 定 程度 ,如 等 于 二 Y( 其 中 为 简单 拉 伸 时 村 
料 的 届 服 应 力 ) 时 ,材料 屈服 . 亦 即 满足 下 式 材料 屈服 (在 aa > os 汪 5 的 约定 下 ) 


raw = C0 — os) = DY (12. 196) 
即 写 成 
ol -一 ay 一 了 《12, 197) 
在 简单 拉 伸 情况 下 , 即 
可 一 gz 二 5 二 作 
则 由 (12. 197) 式 推出 材料 法 到 初始 屈服 时 ,应 力 为 
o 一 了 《12. 198) 
在 纯 剪 情况 下 , 妈 . 
0 二 上 J; 一 阴 ， 上 一 一 六 
则 由 C12.197) 式 推出 材料 达到 初始 届 服 时 ,应 有 
s = 37 €12, 199) 


Ea 


这 个 准则 是 1864 年 法 国 工 程 师 慑 斯 卡 (Tresca) 提 出 来 的 , 它 很 简单 ,不 管 应 力 状态 
如 何 复杂 ,内 要 衡量 其 最 大 甬 应 力 rss( 亦 即 最 大 主 应 力 m 和 最 小 主 应 力 wm) 满足 一 定 条 
件 , 即 可 浏 断 材料 届 服 。 屈 服 限 了 可 以 通过 简单 拉 伸 或 纯 剪 等 实验 简单 确定 。 

该 准则 显然 是 普遍 准则 的 一 种 简化 , 邑 祖 当 在 (12. 194) 式 中 不 考虑 第 二 主 应 力 m 的 
影响 ,实验 证 明 os 是 有 影响 的 ,只 是 在 一 般 情 况 下 影响 不 算 太 大 面 已 。 

2. 黎 赛 斯 准则 (Mises yicld criterion) 

1913 年 沟 ， 密 赛 斯 {von Mises) 改进 了 届 斯 卡 准则 ,提出 了 一 -个 简单 实用 的 准则 , 即 
所 谓 的 密 赛 斯 届 服 准则 , 它 的 形式 为 


地 一 了 [fa 一 可 关 十 《as 一 下 天 十 (一 0 一 31p 一 六 《12. 200) 


tortion encrgy) 


S 二 (12. 201) 


La) 
Wp 一 | ;人 Le 一 20 五 


将 上 式 代 进 (12, 200) 式 中 , 则 推出 


1 
ea 


Wp = TY (12. 202) 


肥 当 畸变 能 Wp 满足 上 式 时 ,材料 屈服 ， 
这 个 准则 又 可 看 作 藤 切 强度 (shear intensity) rr 的 届 服 准则 ,zz 的 定义 为 
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二 (12. 203) 


其 中 
1 _. .1 
二 证 了 Co 一 ga) 一 十 2 (s1 一 ss) 
.1 二 
rz 一 十 2 C02 一 08) 一 十 六 (sz 一 53] (C12. 204) 
[5 二 十 (0 一 oy 二 十 pi 一 $1) 
根据 如 上 两 式 和 (12. 200) 式 ,得 出 
T7 一 -三 (12. 205) 


耻 剪 切 强度 rr 满足 上 式 时 ,材料 屈服 。 
将 窗 赛 斯 准则 用 于 简单 拉 健 情况 , 即 当 
FO ma 一 4 一 们 


则 由 (12. 200) 式 得 出 材料 屈服 时 


oo=Y (12, 206) 
将 密 赛 斯 准则 用 于 纯 剪 情况 , 即 当 
四 一品 J 二 0， J3 一 一 了 
则 由 (12. 200) 式 得 出 材料 届 服 时 
ly,_l. 
f 一 本 和 1.73Y C12. 207) 


悍 斯 卡 准则 和 密 赛 斯 准则 一 般 是 不 同 的 ,如 在 纯 前 的 情况 下 ,两 个 准则 得 到 的 届 服 应 
力 s 是 不 同 的 ,但 差异 不 太 大 , 见 (12.199) 和 (12. 207) 式 ,只 有 在 特殊 情况 下 二 者 相同 ,如 
在 一 维 应 变 和 一 维 应 力 的 情况 下 二 者 相同， 

密 赛 斯 准则 是 届 斯 卡 准 则 的 改进 , 它 更 符合 一 艇 的 届 服 条 件 , 式 (12. 200) 则 相当 于 式 
(2.194) ,只 是 oo、os 以 特殊 形式 * 差 值 ” 出 现 而 已 ; 它 当 然 亦 相当 于 在 一 般 原 最 条 件 式 
《12.195) 中 不 考虑 5b 的 特殊 情形 ,由 于 密 赛 斯 准则 简单 又 较 准 确 , 所 以 实际 应 用 中 一 艇 
均 使 用 它 ， 

在 许多 论著 中 ,经 常 提 到 密 赛 斯 屈服 消 数 f (在 后 面 ,我 们 亦 将 使 用 它 ) , 它 是 根据 
《12. 200) 式 定义 的 ， 


fom= fa — G0 — G30; — 0) 


= fa 一 0 十 人 一 (wm 


一 Zo = Lp = SY (12. 208) 
亦 有 据 (12. 200) 式 ,把 密 赛 斯 星 服 函 数 尺 .定义 成 
天， 一 Fo) 一 太一 .2 一 一 2 《12. 209) 
中 Y= (88) 二 一， 二 了 (ef), 见 (12.212) 式 ， 
其 ef -三 见 ( ) 式 
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12.12.3 硬化 问题 Chardening problemas》 
上 面 所 述 的 遇 服 条 件 是 材料 从 弹性 初次 进 和 人 塑性 的 初始 届 服 条 件 , 式 中 所 出 现 的 了 
应 为 简单 拉 伸 官 始 届 服 应 力 Y。, 作为 初始 届 服 条 件 , 式 (12. 197) 和 (12. 200) 应 写成 : 
一 四 一 了 了 。 = const 《12. 2102 


地 一 二 [Ka — 6 go Gn) j=31po=Y 02.211) 


Ya 上 一 


加 下 
图 12. LI4 理想 塑性 简单 拉 伸 时 图 12.15 非 理想 鹿 性 简单 拉 种 时 
的 应 力 应 变 英 系 曲 线 的 应 因应 变 关 系 曲线 


对 于 理想 塑性 材料 ,材料 达到 初始 届 服 后 ,变形 再 继续 , 届 服 条 件 不 变 , 即 如 上 两 式 仍 
然 成 立 。 对 于 理想 塑性 (perfect plasticity) ,简单 拉 伸 时 的 应 力 阔 变 曲 线 如 图 12. 14 所 示 。 
如 果 材 料 为 非 理 想 塑 性 ,如 春 化 材料 , 则 情形 不 同 ， 如 图 12. 15 所 示 , 在 简单 拉 伸 情况 下 ， 
当 应 力 增 加 到 = = Y 而 进入 塑性 后 ,应 力 a 随 应 变 e 增 加 而 增加 。 当 变形 在 图 12. 15 所 示 
状态 科 点 务 载 ,如 再 重新 加 载 ,材料 的 届 服 应 力 不 再 是 Y,, 而 是 增加 成 为 a4, 即 YY = o4, 即 
发 生 了 硬化 。 

对 于 各 向 同性 硬化 材料 , 届 服 准则 式 (12. 197) 和 (12. 200) 中 的 了 不 青 蚌 常数 , 它 与 
应 变 历 史 有 关 , 了 成 为 随 塑 性 变形 增加 面 增加 的 爵 态 应 变 函 数 , 其 硬化 模型 如 图 12. 16 所 
示 。 

图 12, 16 所 画 的 屈服 面 为 密 赛 斯 轴 服 面 和 员 斯 卡 届 服 面 在 x 平 面 上 的 投影 ,所谓 r 平 


图 12.15 者 向 同性 本 化 届 服 面 
1- 初始 密 赛 捧 司 服 区 ;2 和 3- 瞬 态 密 赛 斯 轴 服 面 ;4 初始 屈 斯 卡 届 肝 面 :5 种 6- 际 态 碳 斯 卡 屈服 而 


面 就 是 在 以 三 个 主 方向 为 标 轴 的 应 力 空 间 中 ,过 原点 .其 法 线 与 三 个 标 轴 成 等 角 的 那个 平 


面 。 图 中 yd 0 分 别 为 主 应 力 厅 ] ya #3 在 nT 平面 上 的 投影 。 
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Y 作为 何 种 量 沼 数 的 取 法 多 和 多样, 例如 ; 
全 将 了 和 作为 应 变 Ee 或 应 变 强 度 Ey 的 妆 数 ， 即 


YY 二 Yley) 或 Y=Y(g) (1]2. 212) 
其 中 
er = Les ~ ey) ey 一 名 于 十 (人士 必 二 全) 了 
《12. 2137) 
多 将 了 作为 塑性 应 变局 或 塑性 应 变 强 度 可 的 应 数 , 即 
Y= 二 YH) 或 了 了 一 了 (ef) 《132. 214) 
其 中 
引 一 [te 一 让 十 (5 一 起) 了 十 (em 一 十 6(esy) 二 6)? 十 CE 
(12.215) 
在 这 里 是 按 经 典 作 法 ,将 应 变 & 分 成 两 部 分 ,次 弹性 应 变 包 和 塑性 应 变 吉之 和 , 即 
二 区 十 区 (12. 216) 
钙 将 了 作为 塑性 变形 功 Wp 的 画 数 , 即 
Y=Y(We) (12.217) 
Ce 
其 中 We — | oude 
号 在 动态 大 变形 (流体 弹 塑 性 情形 } 中 ,YY 则 作为 温度 TT 和 压力 p 的 函数 , 即 
Y= Y(p,T) (12. 218) 


当然 ,了 函数 的 取 法 还 有 其 他 形式 ,这 些 取 法 并 不 是 完全 等 价 的 。 它们 都 是 从 不 同 角 
度 反 映 硬 化 效应 的 ， 
除了 各 向 同性 鲁尼 模型 外 ,还 有 反映 钝 辛 格 效 应 (Bauschingcer"s effect 的 随 动 硬化 模 
型 等 。 
12. 12.4 加 裁 准 则 (leading criterion) 
材料 达到 届 服 后 , 却 载 和 印 载 的 应 力 应 变 规 律 不 同 ,这 说 明 塑性 应 力 应 变 关系 与 载 茶 
密切 相关 ,因此 必须 有 一 个 准则 判断 ,以 判断 在 什么 条 件 下 是 加 裁 状态 ,在 什么 条 件 下 为 
在 简单 拉 伸 下 ,容易 判断 .对 于 硬化 材料 ,加 载 拉 伸 dz > 0; 加载 压缩 dc << 0; 拉 使 状 
态 下 , 印 截 do < 0 压缩 状态 下 , 外 载 da > 0. 于 是 ,加 载 准则 可 表示 为 
cdo > 0 加 载 ; 服 从 塑性 应 力 应 变 规 律 
je<。 印 载 ;应 力 应 变 按 弹性 务 载 规 律 (12. 219) 
gds=0 载荷 不 变 
在 复杂 应 力 状 态 下 , 则 根据 屈服 函数 来 判断 ,加 载 准 则 表示 为 
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r 


za of 
df = odo go do > 0 和 加载 
Af ar 
= ood" = 


dg, 


df, dam, < 0 务 虐 (12. 220) 


dy 一 nga, 一 Yads, = 人 0 中 性 变 载 


12.13 塑性 变形 的 微观 机 制 


从 微观 的 角度 来 看 ,物质 是 由 原子 组 成 的 ,作为 圈 体 材料 之 所 以 能 保持 一 定 的 形状 ， 
基因 组 成 图 体 材 料 的 原子 之 间 存 在 着 相互 平衡 的 力 , 即 引力 和 斥 力 达到 平衡 , 这些 原 子 按 
善 一 定 的 点 阵 排列 ,形成 如 图 12.17 所 示 品 格 (erystal lattice) 。 

当 物 栖 爱 到 外 力作 用 时 ;外力 改 变 了 介质 原子 排列 的 原先 格局 , 唤 格 原子 同 下 发 生 了 
变化 ,原子 间 的 相互 作用 力 达 到 新 的 平衡 ， 

如 果 在 外 力作 用 下 物体 的 晶体 点 阵 没 有 改变 基本 排列 形式 ,如 图 12,17(b) 所 示 , 当 
外 为 去 掉 后 ,各 原子 又 恢复 到 说 先 最 小 的 稳定 平衡 位 置 ,如 图 12. 17(a) 所 示 , 即 物体 又 恢 
复 了 原形 ,这 种 变形 则 为 弹性 变形 。 

如 时 物体 在 外 力作 用 下 ,变形 超过 弹性 达到 了 闻 性 ,从 微观 角度 署 , 则 是 品格 的 一 部 
分 相对 另 一 部 分 形成 了 “滑动 * 位 移 , 改 变 了 晶体 点 阵 的 排 询 形式 ,如 图 12.18(b) 所 示 。 当 
外 力 去 掉 时 ,各 原子 不 能 恢复 到 原来 的 位 置 , 所 以 物体 产生 了 永久 的 变形 , 即 产 生 了 残余 
变形 。 实 验证 明 : 滑 移 是 塑性 变形 的 基本 机 理 。 


(8 ‘b) 但) fb 


图 12,17 正 应 力 对 晶 将 作用 示意 图 图 12.18 前 应 力 对 品格 作用 示意 图 
《ay 流 应 力 (tb) 弹 姓 变形 ka) 弹性 牌 曲 《hb) 盟 性 变形 ( 没 称 ) 


在 许多 情况 下 , 滑 移 表 面 是 平 呵 , 称 为 淆 移 面 。 滑 移 面 与 晶体 外 表面 的 交 线 称 为 滑 条 
线 ,在 拉 何 试 件 时 能 够 清晰 地 看 到 ,实验 证 明 , 沿 着 某 些 曲面 比较 容易 产生 滑 移 , 并 且 省 移 
一 般 是 沿 着 原子 最 密集 的 方向 发 生 。 这 种 滑 移 面 的 方位 随 晶体 而 异 , 例 如 面 心 立方 的 品 体 
将 沿 着 八 面体 面 滑 移 , 见 图 12. 19(a) , 体 心 立 方 的 晶体 将 沿 着 对 角 线 平面 滑 移 , 见 图 
12. 19(b) 。 实 验 表明 ,只 有 在 滑 移 平面 上 沿 着 滑 移 方向 的 前 应 力 达到 一 定 临界 值 时 ,才能 
发 生 少 移 ,这 一 临界 切 应 力 通常 是 杨 氏 模 量 的 10-~10- 信 ， 
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按照 理想 化 ,一 个 完善 的 唱 阁 弹性 前 切 
应 变 能 够 达到 1071 的 量 级 。 理 想 的 前 切记 般 
应 力 要 比 实验 所 浏 出 的 量 大 得 多 。 实 验 测 得 
弹性 前 切 应 变 最 大 值 不 超过 10 的 量 级 ,与 
之 对 应 的 前 切 届 服 应 力 很 小 。 之 所 以 造成 这 
种 差别 ,是 由 于 物体 的 结晶 结构 并 不 是 完整 


的 , 点 阵 结构 存在 “缺陷 ”, 图 12.17 和 图 图 12.19 金属 最 格 的 清 移 而 
12.18 所 示 的 情况 实际 上 是 不 存在 的 。 忆 站 fa 西 心 立方 。 Cb) 体 心 立方 


入 射 表明 , 结 鼎 体 存 在 的 缺陷 是 大 量 的 ,缺陷 通常 为 空 穴 和 夹杂 (hale and impurity) 形 式 。 
由 于 这 种 缺陷 的 存在 大 大 减弱 了 上 品 粒 对 滑 称 的 抵抗 能 力 。 

有 序 状 态 的 晶体 中 的 缺陷 称 作 位 错 。 位 错 实 际 上 是 在 原子 格子 中 的 不 连续 线 ,单位 体 
积 中 这 种 不 连续 线 的 总 长 度 称 作 位 错 密度 (dislocation density) 。 

1934 年 奉 勒 (Taylor), 奥 莱 威 和 让 莱 尼 COrawan & Polayni) 三 个 人 分 别 独 立 提 出 位 
错 诛 理 ,并 运用 它 成 功 地 解释 了 塑性 变形 中 的 问题 。 由 于 旧 体 内 存在 位 错 , 只 要 施加 很 小 
的 切 应 力 ,就 能 使 位 错 移动 ,结果 使 得 位 错 通 过 的 两 仙 发 生 滑 移 。 这 种 晶体 请 移 不 是 一 个 
原子 层 相 对 另 一 康子 层 整体 同时 滑动 ,而 是 逐个 原子 惰 次 滑动 的 结果 ,图 12. 26 给 出 了 位 
错 运 动 示意 图 (图 中 符号 "上 "表示 位 错 ) ,所 以 可 认为 “ 滑 移 "是 在 有 位 错 的 地 方 发 生 的 ,位 
错 是 玫 步 传播 的 。 


图 12,20 大 勒 所 提出 的 位 错 运动 示意 区 


一 般 金 属 都 是 多 品 体 的 ,是 由 各 种 形状 和 各 种 方位 的 晶 粒 紧密 聚集 而 成 , 曲 粒 的 方位 
是 不 规则 分 布 ,各 个 盟 料 的 平均 尺度 非常 小 , 唱 粒 只 度 一 般 为 10 一 10-*em, 因此 金属 烤 
料 在 宏观 尺度 上 可 以 看 成 是 各 向 同性 的 ,如 果 在 固体 材料 某 一 方向 上 经 受 大 变形 , 则 每 个 
唱 粒 中 相同 的 晶体 方向 逐渐 转 到 共同 轴线 ,这 时 该 材料 产生 了 一 个 抒 优 方位 ,而 趋 于 明显 
的 方向 性 , 即 各 向 异性 。 

金属 的 塑性 变形 主要 是 道 过 滑 移 ,部 分 是 通过 广 易 。 李 唱 是 当 晶 体 发 生 转 动 时 ,晶体 
的 变形 平面 转换 到 另 一 组 平面 (前 应 力 到 达 临 界 什 的 位 置 ) 时 开始 形成 。 有 时 是 因 唱 体 的 
对 称 竹 , 蝇 块 沿 唱 面 产生 对 称 浴 移 , 这 时 可 能 有 两 个 或 两 个 以 上 的 副 面 同时 发 生 滑 移 ， 


12.14 ”塑性 变形 的 本 构 关系 


面体 物理 可 以 从 微观 上 很 好 解释 塑性 变形 的 微观 机 制 ,但 是 它 在 目前 的 水 平 上 还 难 
浴 给 出 塑性 变形 的 应 力 与 应 变 的 关系 , 劾 性 本 格 关系 仍 靠 宏观 研究 来 确定 ,塑性 变形 的 本 
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构 关 系 大 笋 分 两 种 ; 一 种 是 与 应 变 率 相关 的 ,这 种 本 构 是 研究 加 载 速 度 较 大 的 动 载 大 变形 
的 , 即 应 力 处 但 依 束 应 变 ,而 且 依 赖 应 变 率 ; 另 一 种 是 与 应 变 率 无 关 的 , 这 种 本 构 关 系 是 用 
于 应 变 率 不 大 的 所 谓 静 载 或 准 静 载 的 固体 变形 ,或 是 虽 加 载 速 率 较 大 ,但 应 力 应 变 关 系 对 
应 变 率 变化 不 敏感 的 材料 。 可 是 在 塑性 动力 学 的 基 些 研究 中 ,为 了 方便 起 见 , 大 都 条 用 应 
变 率 无 关 的 本 构 或 者 它 的 稍 许 改进 ,作为 动 载 本 构 关 系 的 一 种 近 乌 。 
我 们 将 于 下 文 介绍 几 种 用 于 淮 静 裁 或 动 载 的 本 构 关 系 ， 
12.14.1 使 留 下 理论 5 弹 塑 性 小 变形 理论 ， 
1943 年 , 恢 留 申 Cinsoummaa) 将 弹性 变形 的 广义 胡 克 定律 推广 ,用 于 高 弹性 变形 状态 
不 远 的 塑性 状态 , 即 材料 虽然 发 生 塑 性 变形 ,得 变形 很 小 。 余 留 申 理论 的 基本 点 为 ; 
中 物体 的 体积 变化 是 弹性 的 , 且 流 体 静 压力 z 与 体 脱 胀 率 所 成 正比 
按照 经 典 做 法 ,总 应 变 分 成 弹性 应 变 和 塑性 应 变 之 和 , 见 (12. 216) 式 , 即 有 
BE 一 的 全 yy 二 的 十 Ey 三 二 区 十 此 C12. 221) 
由 于 栖 积 变化 始终 是 弹性 的 ,所 以 劾 性 变形 部 分 的 体积 鲁 为 零 , 叶 有 
| 各 十 的 十 织 二 从 二 0 
| 一 06 一色 十 多 一 的 十 的 十 的 二 六 
于 是 将 描述 弹性 变化 的 (12. 175) 式 的 第 一 式 搬 过 来 , 则 有 


《12. 222) 


产 二 一 ou 一 一 五 由 =— KR 《12. 223) 
亿 应 力 偏 量 与 应 变 久 量 相 似 且 同 轴 , 取 二 者 关系 交 似 于 弹性 , 见 (12. 175) 式 : 
5, 一 2G eu 《12. 224) 


在 上 式 中 的 女 。 与 弹性 前 切 模 量 6 术 同 ,G.。 天 const, 它 可 利用 应 力 强 度 m 和 应 变 强 度 
来 表示 ,根据 上 式 , 则 有 (在 主轴 坐标 系 中 ): 
可 一 Gn 20, (El — 6n) 
| — ,= 20, (€; — €,) 
一 gm 一 LO Ey — Em) 
从 面 有 
a 0 = 20, (€; — €;) 
Hi 一 G3 ~ Wr, (Es CO— £3) 
lg — 0 = 20, {£3 CO— 61) 
根据 应 力 强 度 jw 的 定义 和 上 式 , 则 有 


] 1 
;二 一 一 -一 (og | 了 十 [a _ 了 { 四 1572 
了 ea 1 2 闯 {Ty Us 如 六 了 


= 各 Fe 一 是 全 一 是 人 一 6 和 4 


他 
- 号 [To 一 人 十 《ez 一 ez 十 《ea 一 e1 ] (12. 225) 
按 应 变 强 讶 5 定义 (12.213) 式 , 则 有 


ge 


二 3 


一 V2 — er) :| (es — eer): Ce — ey (12?. 226) 
于 是 得 到 or = 3G.E 
即 有 G, = 可 /36r (12, 227) 


甘于 m 与 & 的 美 系 可 利用 届 服 条 件 (12, 200) 式 和 硬化 条 件 (12. 212) 式 来 确定 , 即 利 
用 
= Yter) (12. 228) 
而 亦 可 以 表 成 应 力 偷 量 的 冰 数 


l FL 一 2 十 《es Ga 上 - tos 1 


FL sa 十 C32 一 52 十 《93 一 5 (12. 229) 


| 


其 中 51 ,ss,53 满足 [ 见 (2. 124)、(2,125) 和 (2, 126) 式 ) 
| 上 sz H ss 一 5 一 用 


515353 一 | 5 (12. 230) 
虹 十 品 十 如 二 55 
综 上 所 述 , 见 (12. 227)? 一 (2.229) 式 ,C. 不 但 可 看 作 s 的 函数 , 亦 可 看 作为 应 力 偏 量 5; 
的 函数 , 它 随 应 力 状态 变化 。 
综合 (12. 223) 和 (12. 224) 式 ,并 利用 (12. 227) 式 , 则 给 出 逆 性 加 载 的 应 力 应 变 的 非 线 
性 关系 


一 一 205 十 名 《12. 231) 
其 中 
p=— Ki =— Kt 
$1 二 ee ei (12. 232) 
一 Yt(e) 
是 从 塑性 印 载 ， 结 性 负载 候 定 即 务 载 应 力 偏 量 5 和 和 他 载 应 变 偏重 6; 满足 ， 
= 2G(ey — ey) (12. 233) 


其 中 s,s 为 卸载 开始 时 的 塑性 应 力 偏 量 和 应 变 偷 量 。 

印 载 反 向 届 服 或 者 再 加 载 屈服 , 则 利用 届 服 条 件 (12. 228) 式 判断 ， 

12. 14.2 激 基 理论 

1924 年 议 基 (Hencky)y 从 哈 尔 一 卡门 CHaar-Karman) 的 变 分 原理 出 发 ,给 出 好 性 加载 
的 应 力 应 变 关 系 ， 
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站 王 35 - 上 一 
sz 一 史 ltY, = 一 -- gure 
Lrr 产 十 1 mt 了 上 他 mT 
3v la. 
| ?It = 9 +, | 
Fy 名 十 1 Mm yy bd 
1 - 3p_ la 
et [= _ Ba++, 
p+ y " 
Ey = Wo,, 
Ey 一 Poy 
Er 一 Ha 
— p=0, = Ken = KD = 3Ke, 
1+? 土工 
其 中 二 2 9 名 一 本 外 二 了 所 
据 (12.17?6) 式 和 (12. 172) 式 , 则 有 有 
到 一 E 2G(l 十 办 


3 3 一 2 
la -1 - 
从 而 得 到 30 一 ;一统 王 (3K) 于 是 汉 基 关系 式 可 改写 成 


他 _ 一 1 ” 
Err = P| oss 一 .|= pio 一 In) 十 六 on 2 jlo 一 gw) 二 E, 


加 一 1 
ey 一 [| 


Emr 一 go | 可 Ge 本 Ga 十 赤 嘱 一 po 一 GD) 十 Em 


zy poy 
Eyr 一 fa 
Es 一 fos 


— p=0= A = 3Ke, 
根据 应 力 傅 量 各 应变 偏 量 的 和 宪 穴 , 见 (2. 121.17 和 (2.77》 式 ,上 式 又 可 写成 


1 
Sy 一 2 rj 一 Er 
| ”yy 《12. 234) 
一 一 a=— KD om— 3Ke, 
11__e. 
其 中 “27 T+ 


由 汉 基 关系 式 整 理 得 到 的 (12. 234) 息 ,与 依 留 申 理论 的 (12. 323) 和 (12. 224) 式 形式 
完全 一 样 ,其 中 的 系数 Gs 亦 可 表 成 同 (12. 227} 的 形式 

Gs, = gride {12, 235) 

汉 基 理论 与 依 留 申 理论 的 不 同 之 处 , 汉 基 理论 所 考虑 的 材料 为 理想 翩 性 , 即 按 痊 蹇 斯 


准则 (12, 211) 式 ， 
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Fr 一 了 一 const 


了 于是 G。 表 成 
Gs 一 区 = Yo Se Cl2. 236) 
V2. 2 2 32122 
其 中 = Le — ee) + (es ~ £8) + (6 — 6)] (12. 237) 
而 


i 十 名 十 Ey 二 Ew 
1 一 | (12. 238) 
时 十 辟 十 时 二 86 
由 式 人 12.236)《12. 237) 和 (12. 238) 可知 , G, 是 作 应 变 分 量 6 的 函数 。 
汉 基 所 提出 的 理论 设 有 指出 应 力 应 变 关系 适应 什么 程度 的 塑性 加 载 ,实际 上 它 只 能 
用 于 小 的 兽性 变形 , 它 可 以 作为 依 稻 申 理论 的 一 种 特殊 情况 。 该 理论 没有 给 出 咎 载 规律 。 
从 塑性 状态 印 载 可 参照 (12. 223) 式 所 示 的 弹性 印 载 规律 
12. 14. 3 列 维 一 密 讲 斯 理论 
列 维和 密 赛 斯 (Levy and Mises) 考 察 了 某 些 可 作为 理想 塑性 材料 的 变形 , 像 石 惜 等 高 
塑性 材料 ,发 现 应 变 增 量 de 与 应 力 偏 量 5, 之 间 存 在 一 定 的 关系 ,于 是 于 1913 年 提出 如 
下 形式 的 塑性 加 载 关 系 ， 


de — dA -5, (12. 239) 

其 中 d24 为 比例 系数 ,由 届 服 条 件 米 确定 ，。 
由 上 式 可 以 推出 
dew 一 de 二 desz 十 dess = dat {sn 二 5 二 ss) 一 di 一 0 
即 de — de = qd —0 (12. 240) 
因而 有 de 一 ds 一 dsn 一 dé,, {12. 241) 
同时 ,他们 还 认为 在 塑性 加 载 恋 形 下 ,弹性 应 变 增 量 de, 可 以 忽 略 ,于 是 按 (12. 2167 式 有 
de,; 一 de 十 de 一 dc 《12. 242) 

于 是 由 (12. 239) 和 (12., 242) 式 得 到 

dst = dA S$, (12. 243) 
由 上 式 叉 可 得 到 deh = dA* su =0 《12. 244) 
从 而 有 doh — def + Sdebh = ded (12. 245) 


于 是 由 (12. 243) 和 (12. 245) 式 得 到 列 维 - 密 赛 斯 理论 的 综合 表达 式 


det = det = dA s, 
全 de de —0 《12. 245) 
在 主轴 坐标 系 中 ,上 式 写 在 : 
de = def = dA:s 
人 十 de 十 de 一 def 十 da? 十 de? 二 人 0 12. 247) 
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根据 理想 塑性 材料 的 密 赛 斯 条 件 ,在 塑性 加 载 期 间 满 足 ( 见 12. 200) 式 ): 


/7 
Ti 二 a Vm 0a) + (or 68) + (es — 1)? 


= ENG si Gt ?= 了。 


利用 (12. 247) 式 ,到 由 上 式 得 到 di; 


d=3 def 3 ds? 


2Y, 27Y, 

其 中 dg 时, 即 dey ,在 (12. 247}) 第 二 式 的 条 件 下 写成 ; 

2 
3 


(C12. 248) 


j 
der = def = Vv def 一 de + (def 一 def): + (de? — Ge?)’ 


本 
一 VECdet)? + (def)’ 十 da) 


有 
= 2a .qe 


厂 


2 ， 
- za .de (12. 249) 


由 (12. 246) ,(12. 248) 和 (C12, 249) 式 完全 确定 了 dsj( 或 dei) 与 之 间 的 关系 , 当 def 
等 给 定 , 恒 可 确定 5. 

然而 ,在 一 般 情况 下 ,应 力 偏 量 按 列 维 一 密 赛 斯 理论 虽 可 以 确定 ,但 应 力 全 量 不 能 确 
定 ,除非 在 特别 情况 下 ,因为 按 (12.240) 式 ,有 d= 二 9, 而 据 (12. 234) 的 第 二 式 则 有 一 dp 
二 ddn 一 下 d9 ,于 是 推出 ,dp = do 二 0, 除非 下 二 oo. 造成 这 种 结果 是 出 于 该 理论 略 去 了 
弹性 应 姿 增 量 部 分 .实际 上 ,在 理想 塑性 变形 期 间 压 力 p 还 是 随 变 形 增长 的 。 

这 个 理论 可 求 出 加 载 时 的 应 力 偏 量 ,然而 因 扰 上 略 弹 性 增 量 , 故 它 适用 于 较 大 变形 ,但 
不 能 用 来 求解 “弹性 回 跳 ”及 “残余 应 力 ”等 问题 ， 

注意 式 (12. 249) 所 定义 的 dgf 并 不 是 时 ( 见 (12.215) 式 ) 的 微分 ,这 是 在 国体 力学 中 
对 增 量 的 一 种 习惯 的 写 法 ,具有 在 特殊 情况 下 ,如 平面 不 可 压 的 塑性 应 变 或 简单 加 载 情况 
下 《 见 本 节 最 后 部 分 ) ,def 才 等 于 夺 的 微分 。 

在 主轴 坐标 对 下 夺 为 ， 


三 
d= MV d+ + 


12.14.4 ” 普 朗 特 一 雷 斯 理论 
普 朗 特 和 雷 斯 (Prandtl and Reuss》 于 1924 年 和 1930 年 提出 了 新 的 理论 , 他们 认为 列 
维 一 密 赛 斯 理论 忽略 弹性 部 分 ,对 于 大 变形 可 行 。 在 小 变形 时 ,弹性 变形 部 分 和 塑性 变形 
部 分 属于 同 级 量 ,不 能 忽略 , 即 认为 dsi 径 0. 他 们 提出 如 下 关系 ; 
das = dA .5s, (12. 250) 
de 一 d 上 十 deb 《12. 251) 
式 (12.250) 是 一 个 比较 重要 的 关系 式 , 它 在 一 般 的 塑性 理论 中 经 常 使 用 。 册 
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(12. 250) 式 推出 
dd 一 由 -和 一 站 
从 而 3d6 一 déh 十 d 上 一 dEh 二 3d 所 
即 体积 改 变 与 塑性 变形 部 分 无 关 。 实 验 已 证 明 , 在 压力 不 太 高 的 情况 下 ,塑性 可 袖 作 不 可 
压缩 。 根 据 上 式 可 推出 
deh = de, 一 dS = (dey 十 dend,) 一 dh 

一 《de 十 dad) — ds = de, + (de — des) 

一 dev — der; 
于 是 (12. 250) 式 可 写成 


de,, 一 der 十 da "Sry (C12, 252) 
在 上 式 中 dd4 仍 按 (12. 248) 式 , 即 
3 _ 3 
MYy, 7 2Y, 《12. 253) 


而 dei 与 ds 的 关系 则 利用 广义 胡 克 定律 ,已 知 在 弹性 变形 阶段 有 ( 见 (12. 175) 第 二 式 ); 
$0 = Ges ,BN ds,, = 2Gdes 
将 这 种 关系 推广 到 塑性 变形 阶段 , 即 认 为 在 塑性 加 载 眉 杰 有 


ds 盖 207 。 de’, C12. 254) 
于 是 (12. 252) 式 可 以 写成 
de,; 一 二 dA.s,; 《12, 255) 


而 
p=— KO—— Ky8 起 dz 一 一 天 dr 

这 就 是 普度 特 一 雷 斯 理论 的 常用 形式 , 当 de,; 给 定 后 便 可 确定 应 力 偏 量 局 。 

该 理论 给 出 了 理想 塑性 加 载 时 的 本 构 关 系 , 但 是 没有 结 出 外 载 规律 。 

12.14.5 增 量 理论 的 推广 

列 维 一 密 赛 斯 理论 和 普 朗 特 一 惫 斯 理论 ,给 出 的 是 塑性 应 变 增 量 与 应 力 偏 最 的 关系 ， 
它们 统称 为 增 时 理论 。 这 两 种 理论 所 考虑 的 材料 均 为 理想 塑性 ,但 在 目前 的 不 少 应 用 中 ， 
已 经 把 它们 推广 到 硬化 材料 中 ,即将 Y, 取 或 了 ,也 就 是 将 (12. 239) 和 (12. 252) 等 请 式 中 
的 d4 取 成 不 同 于 (12.248) 式 的 形式 ， 

def 3 def 


册 一 卫 oo 2Y 

其 他 形式 不 变 。 关 于 了 薄 数 的 取 法 ,六 (12.212) 一 (12.218) 式 。 

12. 14. 6 那 达 依 理 论 

在 增 量 理论 中 ,我 们 得 到 了 塑性 应 变 增 其 与 应 力 偏 量 之 间 的 关系 ,为 了 得 到 总 逆 性 应 
变 与 应 力 避 量 之 周 的 关系 ,必须 对 式 (12. 243) 或 (12. 255) 沿 加 载 路 径 积 分 。 由 此 可 见 , 应 
力 应 变 的 关系 与 加 载 路 线 有 有 关 , 而 全 量 理 论 (或 称 形变 理论 ) 则 企图 建立 用 全 入 形式 表示 
的 与 加 载 路 色 无 关 的 本 构 方 程 。 然 而 ,塑性 应 变 一 般 不 是 与 加 载 路 线 无 闫 , 仅 在 简单 加 载 
情况 下 才 可 能 。 所谓 简单 加 载 , 即 在 加 载 过 程 中 , 任 一 点 的 应 力 各 分 量 m 都 按 同 一 比例 增 
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(12. 256) 


长 ,数学 上 表 成 ， 
0 二 (12. 2572 
其 中 四 二 consts? 二 7(2)。 由 上 式 可 以 推出 : 
5 一 15 
0 = wo} 
其 中 站 三 constyoi 一 const( 在 这 里 区、o 以 及 区 为 常数 ,是 指 与 无关)。 
现在 考虑 推广 的 列 维 一 密 赛 斯 理论 ,于 是 由 (12. 239) 式 和 (12. 256) 式 得 到 


dej 一 dg 一 > ss 
了 


注意 ,在 这 里 考 处 的 是 忽略 弹性 增 量 的 砚 化 材料 大 变形 。 将 (12. 258) 式 代 进 上 式 的 右边 ， 
得 出 


(12. 258) 


de 一 二 台 
了 
将 上 式 两 边 积 分 
ts) 中 38 3 SF 
| 只 一 上 2 可 ds 一 2 下 ,9 
3 或 
得 到 一 这 沁 只 


下 利用 (12. 258) 式 , 则 得 到 
3 名 er 
5 一 > gy 二 > YY 

这 就 是 1937 年 那 达 依 CNadai) 提 出 的 磅 化 材料 大 变形 理论 , 亦 称 汉 基 一 依 留 申 方 各 。 

那 达 依 理论 是 从 简单 加 载 得 出 的 ,然而 对 于 天 量 与 比例 加 载 相差 不 大 的 实际 工程 问 
题 仍 可 使 用 , 亦 能 得 到 满意 的 结果 。 该 理论 与 依 留 申 理论 同属 全 量 理论 ,差别 在 于 那 达 依 
理论 考虑 的 是 简单 加 载 , 大 变形 不 可 压 情 况 5( 因 它 略 去 了 弹性 部 分 ), 而 依 角 让 理论 出 发 点 
是 弹 塑 性 小 变形 。 


C12. 259) 


12.15 ”弹性 应 变 能 函数 和 塑性 势 函 数 


前 而 在 论述 塑性 变形 的 全 量 理论 和 增 量 理论 时 ,都 引用 了 密 赛 斯 届 服 准则 。 其 实 , 由 
该 准则 引出 的 密 赛 斯 函数 ( 见 12. 208) 式 ) 就 是 塑性 势 函 数 。 逆 性 势 在 目前 的 塑性 研究 中 
运用 较 多 ,在 此 做 以 简单 的 论述 .为 了 理解 彰 性 势 的 概念 ,我 们 先 介绍 强 性 应 变 能 函数 , 它 
在 弹性 理论 研究 中 亦 常 用 。 

12.15.1 弹性 应 变 能 函数 

弹性 体 在 受到 外 力作 用 后 , 移 发 生变 形 , 当 外 力 去 掉 时 又 有 能 力 恢复 原状 。 这 种 储存 
在 变形 体内 的 能 量 称 作 弹性 应 变 能 ,或 称 作 弹 性 势能 或 弹性 势 。 

在 略 去 其 他 能 量 损耗 时 , 如 不 计 热 量 损失 ,外 力 做 功 所 增加 的 内 能 正好 等 于 总 性 应 变 
能 的 增加 , 兄 12. 8 节 的 第 二 部 分 的 分 析 。 物 体内 单位 体积 的 弹性 应 变 能 W 为 


W = We,) = 全 gde, (12, 260) 
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从 而 有 
oF _ 
d,s 9 ' 


现 将 玉 化 成 5 的 晒 数 ,为 此 引用 广 尺 胡 克 定律 (12.168) 式 以 及 (2.175) 式 , 即 有 


(C12. 261) 


名 pa pd (C12. 262) 
A 
dei 一 2 ZR dm {12. 203) 
将 (12. 263) 式 代 进 (12. 260) 式 中 , 则 有 
(sj) (4) 1 
W = | Oude, = | ol ae 一 了 do 
呈 to) 1 oy A 
|, ga | 2 区 ondon 
3 
一 Pt KR™ 《12. 264) 
由 上 式 可 以 得 到 
WW _ 1 3 a 
Br 28 2 区 ”al 
1 3 口 | 1 
一 oa 一 oR 3 3 《ou 十 cas 十 ou | 
1 
2 ZR 0 
根据 这 个 结果 ,再 利用 (12. 262) 式 , 则 有 
i = Ey (12. 265) 


由 式 (12. 261) 和 (12.265) 得 到 :弹性 应 变 能 对 任 一 应 变 分 量 的 改变 率 等 于 相应 的 应 
力 分 量 ; 反 过 来 ,弹性 应 变 能 对 任 一 应 力 分 重 的 改变 率 则 等 于 相应 的 应 变 分 量 。 
12. 15.2 ”塑性 势 函 数 
类 似 地 ,在 塑性 变形 阶段 亦 存 在 着 这 样 塑性 势 画 数 下 ,ao) :从 它 对 应 力 分 量 mr 的 篇 
导数 侄 可 导出 塑性 应 变 增 量 dsy 来 ,这 个 塑性 势 就 是 密 赛 斯 因 服 函数 所 Co , 即 
W ,C60) = floy) 
由 式 (12. 208) 和 (2. 125) 可 知 


f= 六 (oo 一 [fa 一 人 十 《es 一 oY? 十 (gs 一 0? 


| 


中 | 二 了 二 


[Can 一 res 和 十 【as 一 Ja) 十 《ass 一 gu) 十 GCaiz 十 ds 十 o | 


Lm: 一 0323) + (623 一 033)?* + (03s 一 7) 十 3C92 十 咏 十 只 十 们 十 时 十 多 :) 


af 1 — 
dco 6 [2C0 一 ga) ME di 
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同 理 
afn Of 
Er = Fa2+ Er = 533 
By。 Dr 
Bo 513 一 520， = Oa TT $a 
afm 一 上 -一 了 一 一 5， 一 本 
Br 1 3 1 Dr 31 31 
afn Dr 
Bs 二 Vg 二 S29 gg,, = O03 — S38 
即 
各 = Sry (C12. 2667 
而 据 列 维 一 密 赛 斯 理论 (12, 246) 式 或 (12.250) 式 ,有 
de = QA + si 
所 以 ,可 坟 把 flow) 看 成 塑性 势 询 数 , 即 有 
de = das 一 上 A C12. 267) 
让 此 可 见 , fto) 既 可 作为 邮 服 消 数 ,又 可 作为 塑性 势 晒 数 ， 


届 服 函数 ,即刻 性 势 /Co,,) 的 偏 导数 3 , 则 为 应 力 空间 忆 服 而 few) 一 二 的 榜 


度 分 量 , 它 与 届 服 末 的 外 法 线 分 量 成 比例 ,而 据 (12. 267) 式 ,d 呈 与 5 或 成 比例 ,所 以 


必 最 面 的 外 法 线 方 向 就 是 塑性 应 恋 增 量 的 方 何 。 
为 了 明确 说 明 上 面 的 论断 ,我 们 在 主 应 力 空间 
考虑 ,在 主 应 为 空间 式 (12. 267) 变 成 
df = da's = dA: 2 ， ,= Ys 
(12..268) 
塑性 应 变 增 量 de? = (dai ,def ds) 与 届 服 面 和 Co) 
= 方 站 的 外 法 线 直 的 关系 表示 在 图 12. 21 中 ,应 为 
估量 天 量 ? 一 《51 952 953) 亦 与 nt 一 致 ， 即 垂直 该 屈服 
本 。 酷 12. 21 


12.16 弹 塑 性 问题 .平面 问题 概念 


12.16.1 弹 塑 性 问题 
总 果 物 体 在 载荷 的 作用 下 ,其 弹性 应 变 与 逆 性 
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应 变 是 同 量 阶 的 ,这 样 的 问题 则 称 作 弹 塑性 问题 (elasto-plastic problem) 。 当 然 ,这 样 的 问 
题 仍 属 于 小 变形 问题 ， 

属于 这 类 问题 的 典型 例子 有 梁 理 论 (beam theory) 、 轴 扭转 (torsion of shafts) 和 受 压 
的 厚 壁 管 与 妹 (thickwalled tube and sphere subjected to pressure) 中 所 出 现 的 那些 问题 , 这 
些 问 题 依 然 属于 静 载 问题 ,描述 这 种 静 载 的 弹 逆 问题 分 为 ， 

1. 对 于 弹性 变形 段 

人 平衡 方程 (equiibrium cquations) 

ra pe = 0 
全 应 力 应 变 关 系 (stress-strain relations} 


五 y 
I 十 (6 十 本 二 ge 


起 应 变 位 移 关 系 (strain-dispfiacermeht relations) 
] -~ - 
Ei 一 Bi 十 di) 


二 应 力 或 位 移 的 边界 条 件 (boundary conditions on stress or displacement) 

悚 协调 方程 (compatibility equations), 见 C12. 130? 式 或 人 1412. 131) 式 。 

2. 对 于 塑性 变形 段 

志平 衡 方 程 ,同上 。 

辐 应 力 与 应 变 增 基 关系 (stress-strain inererment relations) ,如 式 (12. 250)， 
de 一 Suda 

昌 届 服 条 件 人 yield conditions) , 见 人 12, 196? 式 或 (12. 200) 式 ， 

昌 塑 性 边界 条 件 ( 如 若 存 在 的 话 ) 。 

3. 在 弹 塑 性 分 界面 上 (at the elasto-plastic interface) 

DD 应 力 连 妾 性 条 件 Ccontinuity conditions on stress) 

全 位 移 连 续 性 条 件 (econtinuity conditions on displacement) 

12.16.2 平面 问题 

有 许多 弹性 或 塑性 问题 可 以 作 二 维 平 面 问 题 处 理 ， 平 面 问 廿 叉 分 作 两 类 ; 

1. 平面 应 办 问题 {problerms of Plane stress) 

所 刘 平 面 应 力 就 是 中 在 zzxz 平面 上 存在 应 力 , 即 应 力 张 量 的 分 量 为 


一 Gry Td Fa 一 Got Fi 一 Ci) 


Ti 一 


{12. 259) 


033 一 0， gs = 0, dx 二 0 

这 一 类 问题 出 现在 一 个 方向 (zs 向 ) 的 尺度 比 其 他 两 个 方向 的 尺度 小 得 多 的 薄板 变形 情 
况 , 如 图 12. 22(a) 所 示 的 情形 ,图 示 的 为 一 块 薄板 ,只 侧 向 受 力 。 

2. 平面 应 变 问 题 Cproblems of plane strain》 

所 请 平面 应 变 就 是 变形 只 发 生 在 xizxs 平 面 内 , 冯 只 在 zx; 平面 上 存在 应 变 或 者 说 位 
移 , 即 有 

Wi = mm) ， 到 一 arr ;=0 《12. 270) 
这 类 问题 出 现在 一 个 方向 ( zx; 向 ) 的 尺度 比 其 他 两 个 方向 的 尺度 大 得 多 的 杆 变 形 情 祝 ， 
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如 图 12. 22(b}) 所 示 的 情形 ,所 示 的 为 一 个 长 杆 , 只 如 向 受 力 。 


工交 3 


Cay 


图 12. 22 


如 果 变 形 是 非 定常 的 或 考虑 的 是 变形 的 中 间 过 程 , 在 式 (12. 269) 和 (12.270) 中 还 要 
情 闵 时 间 


12.17 滑 移 线 理 论 


在 无 限制 的 塑性 大 变形 中 ,例如 金属 成 形 及 压延 等 如 工 中 所 出 现 的 情况 ,对 于 这 种 准 
静态 塑性 大 变形 的 问题 ,可 以 利用 滑 移 线 理论 (sjip line theory)。 

材料 的 塑性 变形 的 主要 机 制 是 滑 移 ,特别 是 在 一 般 的 塑性 大 变形 中 ,变形 基本 可 视 作 
“不 可 压缩 ,只 发 生 蝴 变 ”, 材 料 沿 最 大 前 应力 线 发 生 少 移 , 所 以 最 大 前 应 力 线 又 称 作 海 移 
线 {slip line) 。 

滑 移 线 理论 建立 的 前 提 是 ， 

a. 材料 变形 是 平面 的 ; b、 略 去 变形 的 弹性 部 分 , 因 材 料 变形 大 ,其 弹性 部 分 比 塑 性 
部 分 变形 小 得 密 ; c， 材料 虽 发 生 较 大 变形 ,但 不 可 压缩 1d， 本 构 关 系 采 用 增 量 理论 的 表 
这 式 ; e， 略 去 惯性 力 , 因 变 形 钥 慢 ; f， 略 去 体力 ; g. 理想 塑性 。 

12. 17.1 平面 不 可 压 塑 性 应 变 情况 下 的 位 称 、 应 变 率 和 应 办 

平面 应 变 的 位 移 与 速度 为 
/wu 一 te (CTs Ta ot) bis Wi (x1, Tz, 7) 
《12. 271) 


Ws 一 WalXis Tot) ， vs = Hs (Tis Tat) 
Ed 了 


ts 二 位 v0 


由 于 为 无 限制 的 大 变形 , 故 采取 自然 应 变 。 根 据 速度 与 应 变 率 的 关系 < 见 (3. 48) 式 或 
C12.97) 式 ), 则 有 


入 一 已 一 二 ( 各 十 息 ) 一 六 (oo 十 (12. 272) 
于 是 由 (12. 271) 式 求 得 
El Eg 0 


(12. 273) 


Es E22 0 


0 0 0 


E= EjBiE, 一 {Er} 一 
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由 于 略 去 弹性 , 则 有 


即 有 
sf Eh 0 
了 = eee = {0}= | 二 0 《12. 274) 
0 0 0 
于 是 有 
de 一 5 下 一 0， deh 二 df 一 0，， deh 二 的 由 二 (12, 275) 
材料 的 本 构 关系 满足 (12. 250) 式 , 妈 有 
de 一 SdA (12, 278) 
而 
Si 一 如 十 pe.;, 站 一 一 二 ou (12. 277) 
于 是 由 (12. 2757~ 一 12. 276) 式 推出 
433 一 一 情 一 六 (on 十 oa)， la = J 二 0 C12. 278) 


即 应 力 张 量 为 


(12. 279) 


12, 23 


12.17.2 和 在 主轴 坐标 系 韦 的 应 力 张 量 
式 12. 279) 给 出 的 张 量 为 在 图 12, 33 所 示 的 orizsrs 坐标 系 中 措 述 的 ,现在 来 确定 它 
的 主 值 与 主 方向 。 按 $ 2.5 的 定义 ( 见 (2.35.1) 和 (2. 35, 2) 式 ) 有 
ED 一 co 
Cy 


un = grt 
从 而 求 得 主 值 co 和 主 方向 分 别 为 
dos =— pir ， 1 = coste, 十 sin0e, 
gp = pr ， 1 一 一 singe 十 cospe, (12, 280) 
ze =—p ， wm 一 6 
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其 中 


[P kk 
| 一 No, 一 0 2 十 i 2. 281) 
29s _ 
‘B20 一 11 ~ Fee 
于 是 在 只 na ,ze .me 为 标 轴 方 向 的 主轴 坐标 系 o&655( 即 <;) 中 应 力 张 量 三 表 成 二 
| 一 户 士 了 0 0 
2* = 0 一 pr 0 《12. 282) 
\ 0 0 一 户 


12.17.3 在 最 大 前 应 力 坐 标 系 下 的 应 力 张 量 
由 32.7 可 征 , 最 大 前 应 力 ( 见 (2. 29) 式 } 为 


¥ Cou =rt (12. 283) 


最 大 剪 应 方 作用 面 过 后 轴 (zs 轴 ) 又 平分 所 轴 与 扎 轴 之 闯 的 夹 角 , 见 图 12. 23, 即 最 大 剪 应 
力 z 的 作用 面 的 方向 有 两 个 ;加 与 操 ， 

jm 一 cosge， 十 singes 
1 六， 一 一 singe， 十 cosge。 《12 284) 


$=0— 3 ,tg2$ —— ctg20 — et 
应 力 张 量 三 在 以 后 i、 上 ;二 6; 为 坐标 轴 向 的 坐标 系 om 其 中 因 即 x，) 中 表 成 7 
一 户 = 0 ) 
EY={g})—|r ~p 1 | C12. 286) 
0 0 一 pH 
图 12. 24 表示 出 一 个 面 泡 , 面 苑 各 边 为 最 大 前 应力 作用 面 ， 
12.17.4 关于 最 大 前 应 力 r+ 恒 为 常量 的 问题 
式 (12. 283) 或 (12. 281) 中 的 + 对 于 同一 质点 或 者 不 同 质 点 , 它 在 整个 塑性 变形 的 过 
程 中 均 取 局 一 个 值 , 即 * 恒 为 常量 。 
这 是 因为 我 们 所 研究 的 为 理想 塑性 , 妇 在 届 服 条 忻 中 ( 见 (12. 196) 或 (12, 200) 式 }， 
Y 三 eonst 一 了 《12. 287) 
将 应 力 张 量 三 " 代 进 密 赛 斯 屈服 条 件 (i2. 200) 式 中 , 则 推出 
r= Yo v3 = eonst 
将 z* 代 进 届 斯 卡 屈服 条 件 (12, 196) 式 中 , 风 推 出 
tT Yh 3 const 


总 之 ;不 管 按 哪 一 种 届 服 准则 均 推 出 


(12. 285) 


T = const {£12. 288) 
12.17.5 滑 物 线 
在 同一 时 刻 , 在 材料 中 的 每 一 点 (质点 ) 都 有 两 个 相互 垂直 的 最 大 前 应 力 方向 , 即 有 两 
个 相互 垂直 的 最 大 六 应 力作 用 的 内 表面 面 元 ,作为 平面 二 维 情形 则 为 两 自 相 互生 直 的 线 
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图 12. 34 图 12.25 


元 ,如 图 12. 24 所 示 。 将 其 相 邻 诸 点 (如 图 12.25 中 的 已 点 与 & 点 } 处 的 这 样 线 元 连接 起 
来 则 成 了 两 族 曲线 最 大 前 应 力 方向 曲线 , 即 滑 移 线 。 
现 以 a.8 分 别 代 表 这 两 族 曲 线 ,同时 o。.8 亦 分 别 作为 这 两 族 曲线 的 参 变量 , 即 


TX 一 Zia) dc 
线 . ， =—+ 12. 289) 
“ 续 : 忆 一 zala) dz, gs 人 
zl = Zt) dzs T 
绪 ， ; 了 工 < 一 二 一 ) = 人 ct 12. 290) 
8 线 ， 本 dx, gf 十 2) ted ‘ 
其 中 
$= arctg( 一 2 ) (12. 291 


有 
如 果 qi、o sazs 作为 三 .zz 的 办 数 给 恒 光 ,全 风 (2 289) 式 和 (C12. 290) 式 积分 ,得 到 a 和 
曲线 。 
其 实 , 滑 移 线 就 是 特征 线 。 
12.17.6 关于 滑 移 线 就 是 特征 线 的 问题 
按照 本 问题 的 出 发 点 :路 去 体力 ,惯性 , 则 平衡 方程 为 


Cig, — 还 一 一 0 
对 于 现在 所 考虑 的 平面 二 维 应 变 , 上 式 写 成 
20n 20 _ | 
3x | a 
1 (12. 292) 
ore 0 _ 0 
\ dr dry 


现 将 orizryzs 坐标 系 中 描述 的 应 力 张 量 分 量 o; 用 最 大 前 应 力 坐 标 系 中 描述 询 分 量 吕 
示 , 为 此 ,我 们 考虑 图 12. 25 所 示 的 那 任 一 点 ,点 久 的 应 力 张 量 在 ozizszs 和 中 和 在 
名 六 有 区 系 中 分 别 写 成 
ES aee ,EY 一 oFmm, 
已 知 &7 的 具体 形式 为 式 (12. 286) 所 示 。 由 (12. 284) 式 可 得 出 ,从 站 ?2 坐标 系 转 到 
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TTaTs 系 的 变换 张 量 生 为 


cosg CO— sing "| 


=a = |sing cos# 1 
0 DO 1 
出 此 得 到 
三 一 AI 或 = AaauTf 
即 有 


gos =— pc rsin2# (12. 293) 
ol 一 reos2p 


将 上 式 代 进 (12. 292) 式 中 ,并 考虑 到 + 三 const , 则 给 出 
六 十 2rcos2g 2 十 sin2$ 六) 一 


| 一 一 pp 一 rsStn28 


(12. 294) 
这 十 2rGsin28 池 一 cos2¢ 区 ) 一 0 
按 第 七 章 求 特征 线 的 方法 ,可 从 上 式 求 得 两 族 特征 线 分 别 为 
这 一 teg 和 下 一 一 ctg 风 (12. 295) 


和 


12.17.7 求 沿 滑 称 线 压力 ,速度 与 转角 之 间 的 关系 

从 (512. 294) 可 以 求 得 特征 线 , 当然 亦 可 求 得 沿 特征 线 ( 即 沿 消 移 线 ) 的 关系 式 : 
沿 = 线 dp 十 2rdg 一 0 (12. 296) 
洛 吕 线 dp — 2rd# =0 (12. 297) 
” 现 考虑 在 := :时刻 , 沿 图 12. 25 所 示 的 “ 线 上 任 一 点 吕 及 其 附近 的 一 点 @ ,在 QQ 点 
的 速度 ”表示 在 名 7 ?7 坐标 系 中 为 


y = tm 十 Yam 《12. 298) 
在 驴 点 的 速度 vw 表示 在 羽衣 坐标 系 中 为 
Vv = Um 十 TD {12. 299) 


前 从 QR 加 及 加 系 到 2 贡品 胡 系 ,方向 旋转 了 ;48 = # 一 ,从 而 求 得 
mi 一 cosAgmr, 十 sinAgm; 
m; 一 一 sinAgdm, 十 cosAgm, 
故 ” 表示 在 QV 系 中 为 
Vv 一 《zecosAg 一 vssinAd)m, 十 《wsinAg 十 wecos 上 81 《12. 300) 
现在 包 77 六 坐标 系 中 考虑 问题 ,并 将 名 视 作 沿线 的 动 点 , 即 怠 随 参 数 a 变化 ,当然 
人 @ 的 坐标 六 ,和 以 及 相应 的 wp、$ 等 站 只 作为 z 的 函数 , 据 此 , 以 及 式 (i2. 300) 和 
《12, 298) ,可 求 在 @ 点 处 沿 a 线 的 包 ,分量 随 有 n 的 变化 : 
a jm [zcosA 贡 一 vssinAP) — vv, 
Pap-0 yn 


57 


= jim ES 一 vssinA$) 一 Tt, va ,Aa ] 
nr Aa - ”A 


= [eo 宝生 (12. 301) 


在 Qn 坐标 系 中 ,入 点 的 及 应 力 张 量 为 趟 (2 286) 所 示 , 从 而 可 以 推出 
SH1=oi+p=0 : 
再 将 式 (12. 276) 所 示 的 本 构 关 系 搬 到 Rwy7, 系 中 , 即 有 


de = SY da 《12. 302) 
从 以 上 两 式 可 以 推出 
dah 王强 "dt 一 0， 其 0 (12. 303) 
于 是 由 (12, 301) 式 和 (12, 303) 式 推出 
沿 a 线 vy 0 , 即 do — vad$ =0 《12. 304) 


| 


va 


| 和 
| MY 全 _ 
站 i 
图 12, 26 


同 理 ,在 上 时刻 考 典 图 12. 26 中 滑 呈 线 上 的 入 及 它 邻 近 的 动 点 信 , 在 作 的 速度 ” 人 奶 
表 成 如 (12. 300) 式 的 形式 ,只 不 过 QQ 的 坐标 太 t.、vp.#$, 现 只 作为 参数 8 的 函数 ,于 是 参照 
式 (12. 301) 可 推出 
~ oe + 
再 据 (12. 286) 式 利 (12. so 起 ,网 和 


于 是 由 如 上 请 式 推出 
沿线 时 + 和 = 0 , 即 dvs 十 wd$ 二 0 (12. 305) 


注意 : 式 (12. 296) 和 (12. 297) 亦 可 按 恕 上 的 方法 推出 来 ， 
将 式 (12. 295) 一 《12. 297)、(12. 304) 和 和 (12. 305) 归 纳 起 来 , 则 有 


58 


dr。 
一 -一 一 9 过 ww 一 = 
沿 a 线 到 和 wT VA 0 (12. 306) 
dp 十 2rdg 一 0 ,或 户 十 2rf 一 Cs 
沿线 = const, 线 za 不同 亦 不 同 
Gray ， 
-一 一 上 ; du 二 [要 一 搜 刘 
沿 户 线 : 上 YS (12. 307) 
dp— 2rd$=0 ;或 pp 一 2r$= Cp 
沿线 Cs = const, 线 有 不 同 Cr 亦 不 同 
其 中 
| 广 
T= Nm 一 984 十 加 二 const 
产 二 一 esi 一 一 六 (aa 十 oz) <“ 《12,. 308) 
1 Tos Tl 
$= parCtg Do 


12. 17.8 滑 移 线 及 滑 移 线 上 的 物理 量 的 数值 计算 

式 (12. 306) 和 和 (12. 307) 昌 然 给 出 了 滑 称 线 的 微分 方程 及 滑 移 线 上 物理 量 关系 式 , 然 
而 作为 z 和 xz; 的 消 数 卢 积 #$ 一般 是 未 知 ,所 以 全 得 不 到 逆 性 变形 区 域 的 解 。 要 求解 p 和 
# 等 ,一 般 是 沿 特征 线 进 行 数值 解 ,求解 从 已 知 的 边界 开始 。 在 实际 问题 中 已 知 的 边界 条 
件 有 三 种 情况 ， 

a, 在 一 条 非 滑 欧 线 了 ( 见 图 12.27) 上 给 定 户 和 #y 等 物理 量 。. 求 塑性 区 的 请 移 钱 及 其 
上 的 物理 量 ， 


图 12. 27 图 12. 28 


将 边 值 线 了 分 成 苦于 个 相近 的 点 4 .4 ……… 在 这 些 分 点 上 物理 量 当 然 是 已 知 的 。 
过 线 上 任意 两 个 相 邻 点 4 和 有 A 分别 作 a 线 和 BB 线 ,两 线 交 点 为 Bi, 据 (12.306) 和 
《12. 307) 式 可 求 它 , 如 下 先 求 记 点 的 物理 量 ， 
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税 41B 线 
Pa 十 2 一 pe, 十 Zr 
说 4B 线 
Ppa, 一 274 = pp 一 2t¢p 
从 而 求 得 Bi 的 物理 量 为 


pa = Dpa 十 pa) 十 (8 一 和) 


加 一 二 (pu 一 Ppa) 十 Sg, 十 #4.) 


根据 如 上 求 得 的 pa 和 8, 再 利用 (12. 293》 
式 或 人 12.308) 起 , 便 可 求 得 mi.es se, 当然 
将 沿线 和 8 线 上 的 速度 关系 式 变 成 差分 ， 
就 可 求 得 Bi 点 的 速度 ,在 此 从 略 ， 
在 求 得 Bl 点 的 #4 后 便 可 确定 Bi 的 位 置 .将 a 线 和 6 的 方程 化 成 差分 ; 
沿 41B, 线 
(Xa)B, 一 《2804 
《xiye， 一 《za a 
让 4B 线 
(zap — (za)a, 
Cz)s, — Cm) 
上 式 联 立 求解 便 可 确定 B, 点 的 坐标 Ga)s 和 (za ,以 此 类 推 , 便 可 确定 B,、B,、….… 的 物 
理 量 及 其 位 置 。 

b. 在 隘 条 浓 移 线 上 给 定 p 和 $$ 等 物理 量 ,如 图 12. 28 所 示 的 边 值 线 , 其 中 .为 一 条 
8B 线 ,了 ;为 一 条 a 线 ,将 | 和 多 ; 线 分 成 若干 柑 近 的 点 ,然后 按 箭 头 所 示 的 方向 确定 CC,、 
人 等 点 。 

<， 在 一 条 滑 称 线 和 一 条 非 滑 移 线 上 给 定 户 和 8 等 物理 量 ,如 图 12. 29 所 示 的 边 值 线 ， 
其 中 多 ;为 一 条 4 线 ,9 :为 一 条 非 滑 称 钱 。 在 这 种 情况 下 ,只 能 从 图 示 4 点 开始 沿 .了 , 线 
分 点 ,分 成 4 .42、 人 ,计算 时 ,从 A 点 作 一 条 a 线 , 交 于 | 线 于 Bi 确定 出 B: 点 的 物 
理 量 及 坐标 ;再 从 Bi 作 一 条 a 线 , 从 4, 作 一 条 8 线 ,两 线 相交 于 B,, 确 定 该 点 的 物理 量 及 
坐标 ;再 从 B, 点 作 一 条 68 线 , 交 于 了 ,| 线 于 C,; 以 此 类 推 …… 按 箭头 所 指 的 方向 便 可 确定 
全 部 的 请 移 线 及 其 物理 量 。 


12.18 ”固体 在 动态 高 压 、 较 高 压 下 的 本 构 关 系 。 冲击 绝热 曲线 


在 前 而 诸 节 所 研究 的 那些 本 构 关系 是 对 于 弹性 变形 和 塑性 变形 的 ,然而 不 管 这 些 变 
形 是 大 还 是 小 , 均 属 于 静 载 或 准 静 裁 情 况 . 当 然 在 某 些 动 载 大 变形 中 有 和 时 也 近似 使 用 这 些 
本 构 关系 ,但 精度 较 差 , 尤 其 在 强 脉冲 载 苟 下 将 差 得 太 远 。 记 以 固体 在 动态 高 于 和 较 高 压 
下 必须 采用 新 的 本 构 关 系 ,至 于 采用 哪 种 新 的 本 构 关 系 ,要 根据 固体 可 作为 何 种 介质 模型 
而 定 。 
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图 12. 29 


一 tgpa, 证 tg¥p, ) 


一 2 Cctgpa, 二 ctgg) 


固体 在 动态 较 岗 压力 下 ,可 作为 流体 弹 塑 性 介质 模型 ; 在 动态 高 压 下 ,可 以 作 * 可 压缩 
流体 模型 *。 

12.18.1 流体 漳 塑 性 介质 的 本 构 关系 

所 谓 流体 弹 塑性 介质 , 即 物体 既 具有 团体 的 强 塑 性 , 又 具有 流体 的 可 压缩 性 和 流动 
性 ,这 征 男 体 在 较 高 压力 下 的 行为 。 为 了 适应 介质 这 种 瞬 态 变化 流动 的 特征 ,将 采用 具有 
以 下 特色 的 本 构 关 系 : 中 采用 自然 应 变 ; 鲍 将 应 力 分 成 偏 其 和 流体 静 压 力 予 以 分 别 考虑 ， 
加 应 力 偏 量 和 和 应变 偏 量 之 疗 采 用 微分 关系 ,日 用 于 变形 的 全 过 程 ( 包 括 弹 性 变形 ,塑性 加 
载 , 弹 性 印 载 以 及 从 弹性 卸 堆 到 反 向 屈 跟 或 者 重新 塑性 加 载 ) ,只 是 这 种 关系 在 用 于 塑性 
加 载 时 须 用 另外 的 关系 稍 加 修正 。 


综 上 所 述 , 这 样 的 本 构 关 系 写 成 
人 7 一 一 pe, 十 时 
六 一 疡 (YY 一 站 (一 让 (Fo 
5 2G ,0 
， li 1 。 
一 33 十 区 | 一 3 (12. 309) 


(该 式 是 在 直角 笛 卡 尔 坐 标 系 中 的 形式 ) 


g, 一 dwr 

CG, 一 (1 十 882)C 
式 中 心 为 (12. 98) 式 所 示 的 自然 应 变 慷 量 的 变化 率 ,7 为 材料 常数 ,e 为 比 内 能 ,关于 户 的 
具体 表达 式 参 见 本 节 的 第 二 部 分 (尽管 ,那里 所 研究 的 压力 是 对 于 高 压 的 ,但 也 用 于 较 高 
压 的 情形 ), 在 低压 时 它 应 趋 于 (12. 175) 第 一 式 所 示 的 形式 ,G 为 一 般 的 工程 前 切 模 量 ， 
5, 为 比 焙 。 

， 式 QQ2. 309) 的 第 三 式 一 般 无 法 积分 , 需要 按 有 限 差分 办 法 积分 . 由 于 6 是 按 

Q2.112) 式 定义 的 ,而 5 = 2G,e 是 这 样 得 出 的 ; 


m sh ti) 一 号 


i = 2G.e, 
i tl ta 
所 以 将 中 一 2G ,er 差分 , 则 写成 
1) — $f) = Ge hpi — hh) = 2G ey A (C12. 310) 
其 中 号 (pt 是 将 56(z6;1) 旋转 角 一 ac 之 后 的 张 量 分 其 ,其 中 Ac 为 : 
Aa = 六 roty ‘=A (12. 311) 


其 中 性 为 角速度 , 见 (12. 104) 式 
2 | 二 | 站 总 | ,二 | 2 一 2 | ] 


二 六 rotv = | 1| 


dr Br 21\9r3 Drill 2 【a Br; 
| 引 嗓 一 儿 1 并 -到 | Ee 
lz Rl’23ld rl’?Iar 3y 


如 果 在 :== 时刻,sj(8,) 和 2G,e 已 知 , 求 1 二 41 时刻 的 5(41); 则 可 利用 ( 民 2. 310) 式 。 
不 过 ,应 将 5(641) 再 旋转 Ac. 将 (12. 310) 式 两 边 间 时 旋转 Aa , 则 有 
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Saltari) = {sstts) + 2G.24 是 并 《12. 312) 
在 这 里 "| ”表示 将 其 张 量 旋转 Aa 角 。 由 于 在 上 式 中 右边 第 二 项 较 小 , 旋 不 旋转 善 异 不 
大 , 胡 在 实际 应 用 中 ,有 时 将 上 式 近 似 成 ， 
Sian) = + G00 :At 

= st) + 2G ,6 和 十 Ap (12. 313) 

其 中 Ap = tt) 一 5 《12. 314) 

在 计算 声 时 按 (12,. 309) 的 第 二 式 计算 ,当然 在 整个 变形 中 都 使 用 ,没有 弹性 逆 性 ,如 

载 与 印 坊 之 分 ;计算 sj 时 按 (12, 312) 或 (12. 313) 式 计算 , 亦 不 必 区 分 是 什么 过 程 , 但 必须 

加 上 屈服 条 件 判 断 以 至 于 修正 .为 了 说 明 方 便 , 将 问题 纳入 主 应 力 空间 考虑 。 从 (12 312) 
或 (12. 313) 式 求 得 的 六 人) 在 主 应 力 空间 化 成 (hr1)，。 
将 5%6a+i) 民 进 届 服 条 件 民 2, 200) 式 的 左边 , 即 求 李 : 


a 一 六 [Gen (es 一 SC 十 【Ref 一 5 人 1 + Csalint1} 一 stn+1)): |] 


车 并 
则 由 式 (12. 312) 或 (12. 313) 所 求 得 的 tt) 就 是 该 时 刻 的 应 力 偏 量 。 
车 o> Y? 


则 说 明 应 力 状 态 点 超出 外 服 面 。 这 不 符合 塑性 变形 规 
律 , 必 须 收 正 。 现 在 考虑 的 是 密 赛 斯 间 服 面 , 它 在 r 平 
面 上 是 个 圆 , 如 图 12. 30 研 示 。o = 了 为 屈服 贺 , 设 在 所 
时 刻 应 为 偏 量 的 状态 点 落 在 届 服 贺 上 的 点 46siGt)， 
2 53t62); 在 下 一 时 刻 i1， 按 (12. 312) 或 
(12. 313) 式 计 算 的 应 力 点 G81 G61) 33 CG5r1) 353 (tr1)) 
落 在 图 示 的 BB 点 C8 点 应 在 xx 平面 上 ,因为 应 力 仿 量 第 
一 不 变量 In 一 十 中 十 一 0 而 在 r 平 面 上 恰恰 满 
足 这 一 条 件 , 故 木管 应 力 篇 量 的 状态 点 如 何 变化 , 它 都 
在 r 平 面 上 ).。 按 塑性 变形 规律 的 要 求 , 若 为 理想 塑性 ,下 点 应 落 在 六 一 了 一 冯 的 加 上 ; 若 
为 同性 硬化 , 它 应 落 在 o 二 Y* 图 上 ,所 以 对 所 求 得 的 55C641) 必须 眉 正 , 令 5， 

5 = Ms (tr) (12. 315) 


图 12. 30 


其 中 
A= V SY/ Ns Cp) 十 号 GD 十 中 G 


将 所 求 得 的 % 作为 w+l 时刻 的 真正 的 应 力 偏 量 。 

之 所 以 向 这 样 的 修正 ,一 方面 是 为 了 保证 新 的 应 力 点 落 在 屈服 面 上 ; 另 一 方面 是 鉴于 
应 力 偏 量 和 失 量 s = (351,5s,s3) 一 定 重 直 届 上 服 面 ( 即 沿 径 向 ) ,应 力 状 态 点 从 妇 变 化 到 8B, 可 以 
看 作 应 力 先 按 中 性 变 载 沿 眉 服 圆 从 4 到 驴 , 然 后 ,由 于 硬化 沿 25 变化 有 到 五 点 ,为 了 克服 这 
种 “过 分 的 硬化 ”, 所 以 把 它 又 沿 DB“ 拉 回 ” 到 名 点 (对 于 各 向 同性 硬化 情况 ,加 到 尾 点 ) 。 

12.18. 2 ”国体 高 讨 状 态 方程 

面体 在 较 高 压力 下 ,其 抗 畸 变 的 能 力 一 一 前 切 强度 与 流体 静 压 力 相 比 较 小 .和 随 着 压力 
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的 增加 这 种 比例 关系 越 来 越 小 , 若 在 本 梅 关系 中 略 去 畸变 部 分 (储量 部 分 ) , 则 成 了 压力 与 
比 容 等 的 关系 ,这 种 本 构 关系 有 时 称 作 固体 高 压 状 态 方程 。 
在 {12. 309) 的 第 一 式 中 ,了 略 去 si 则 成 为 
gi =— 2 (12. 316) 
这 时 固 栖 介质 看 成 无 烙 性 的 可 压缩 流体 ,关于 高 还 状态 方程 , 即 疯 数 p 的 取 法 主要 有 以 下 
三 种 ， 
1. 玻 瑞 及 里 方程 
艾 瑞 及 甸 (CBridgman) 在 1945~1949 年 , 曾 研 究 了 数 十 种 元 素 和 化 合 物 在 向 达 10 一 
105bar( 巴 ) 的 静 高 压 下 体积 压缩 随 静 压力 的 变化 的 关系 。 根 据 实 验 测量 的 结果 ,给 出 了 如 
下 的 经 验 公 式 ( 称 作恶 瑞 及 曼 方 程 ) : 
Vo 


—V 
7 —ap—ép (12. 317) 
0 


其 中 VV 为 比 容 ,V 为 初始 比 容 ,a 和 5 为 材料 常数 ,。 当 以 巴 为 单位 时 ,a 为 10™' ~ 1077/bar 
的 量 级 ,5 为 10 /bar* 的 量 级 ,如 对 于 铁 在 24'C 时 有 


VY 
TT ~ 5.826 X 1077p — 0.80 x 10-2p 
据 (12, 122) 式 , C12. 317) 式 亦 可 写成 (12. 175) 式 的 形式 
P=— KK(p}) :hh {12. 318) 
其 中 
1 1 1 
K(p) 一 一 一 。 一 
—8 b 
ST ?1-2p (12. 319) 


站 一 (Y 一 YA 
从 五 (pz) 的 表达 式 看 出 , 玉 随 pp 增加 而 增加 , 即 物体 越 来 越 难 压 ,由 于 Bya 约 为 10 ~ 
10 bat 的 量 级 , 故 压力 p 须 达 10’ ~ 10tbar 的 量 级 ,天 才 变 化 约 1 锡 ,所 以 在 低压 的 情况 下 
把 KK 视 作 常数 ,只 有 高压 时 才 考虑 容 变 律 的 非 线 性 关系 ， 
帕克 CPack) 等 利用 彼 瑞 及 曼 的 实验 数据 在 固体 物理 分 析 的 基础 上 又 给 担 另 一 种 形式 
方程 ， 


有 | "exp[ 8 一 [六] 一 1| {12. 320) 


其 中 < 和 所 为 由 实验 所 确定 的 材料 常数 , 表 12.2 给 出 了 几 种 材料 的 数据 。 
表 12.2 几 种 材料 的 < 和 8 情 


| 


Potg cm) 


状态 方程 (12. 317) 和 (12. 320) 是 在 更 高 压 的 条 件 下 得 出 的 ,属于 辐 体 的 等 温 状 态 方 
程 类 型 ; 声 一 A ,7T) [roea 一 万 (7 。 
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2, 穆 商 汉 方 程 
穆 钠 汉 (Murnagham) 在 研究 有 限 变形 弹性 理论 的 基础 上 ,通过 复杂 的 注 算 导出 如 下 
形式 的 方程 ( 称 作 穆 纳 汉 方程 }: 


站 ol" 
乡 一 4 | -1| (12. 321) 


其 中 A 和 为 材料 常数 ,对 于 大 部 分 金属 = 约 为 4, 关 于 有 A 和 的 值 见 表 11.8 和 和 表 11.39。 

穆 编 议 方 程 属于 等 篇 类 型 的 状态 方程 :p 二 VS,)|s, -omn 二 pCW), 它 可 用 于 爆炸 
一 类 的 脉冲 载荷 过 程 ,因为 其 过 程 快 , 故 可 视 必 钠 热 等 糖 .该 方程 与 多方 气 体 的 等 炉 方程 
二 4 类似 ,只 是 多 了 一 项 。 

3. 格林 万 森 方 程 

琉 瑞 及 曼 方 程 是 描述 物 态 的 等 温 过 程 的 , 稳 纳 议 方 程 是 描述 物 态 等 箭 过 程 的 ,都 不 全 
面 ,它们 只 能 用 于 固体 特定 的 热力 学 状态 。 在 一 般 情况 下 ,固体 的 状态 方程 不 是 和 VY 之 
间 的 关系 所 能 描述 的 , 措 述 固体 在 高 压 下 沸 较 完善 的 状态 方程 是 格林 乃 森 (Gruneisen) 方 
程 ， 


p= p(t 十 Fe —e.(V)) 《]2. 322) 
其 中 ; e 为 比 内 能 , e， 为 冷 比 内 能 ,T 为 格林 万 森 系 数 ，p， 为 冷 压 。 e, 与 p。 的 关系 为 
pp. =— de, /dV (C12. 323) 
忆 光 的 函数 ,了 = Pr) , 但 在 一 般 的 情况 下 : 
TV a To = const (12, 324) 


关于 e， 和 p。 的 近似 取 法 形式 很 多 ,如 取 成 ， 
外 一 EEC 一 VLY's 一 AV 一 mE 


(12. 325) 
e. — 4p. ,Vo V) ” 


和 


其 中 g 和 为 科 料 常数 .VY 为 初始 比 容 , 半 于 gh 种 , 的 取 值 参见 表 12. 3。 

注意 ,状态 方程 (12. 322} 是 在 高 压 下 使 用 ,对 于 强 拉 伸 状态 可 以 使 用 如 下 形式 的 状态 
方程 ， 

5 一 训 | 一 公元 一 吉 | (12. 326) 

其 中 C 为 定 容 比 热 ,m 为 线 脱 胀 系数 。 关 于 它们 的 取 值 请 克 本 章 附 表 12.1。 

12.18.3 ”冲击 次 热钱 

在 上 述 的 高 压 状态 方程 中 许多 参数 都 与 冲击 波 有 关 ; 同 时 , 冲击波 也 是 固体 在 高 压 冲 
击 下 重要 的 现象 。 为 此 ,在 此 上 略 述 一 下 面体 中 的 浆 击 波 。 

国体 在 高 压 下 , 如 一 一 pow。 这 样 ,具有 抗 艾 性 质 的 固体 则 成 了 “可 压缩 流体 ”, 应 力 波 
刘 变 成 了 冲击 波 ( 但 亦 有 许多 人 将 强 间断 的 应 力 波 评 统 称 为 冲击 小, 如 我 们 在 十 三 章 中 所 
做 ) .在 国体 中 的 冲击 波 关 系 式 同 第 七 章 气 体 中 的 冲击 证 关系 式 完全 一 样 ,它们 为 (对 于 平 
葡 正 冲击 波 ) : 
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Pu-— ptiut—= Np-— p+) 
pb — pr= pr (No— udu — ur) 


] 《12. 327) 
gs Ei+ 二 一 六 (六 -十 四 7 一 Vr) 


p= ,ee) 

在 上 式 中 为 冲击 波 速 ,z 为 垂直 冲击 波 波 阵 面 的 质点 速度 ,Y 一 六 ,下 标 “一 " 和 “十 ”分 
别 表示 冲击 波 阵 面 后 面 和 前 面 的 物理 量 ,其 他 符号 如 前 所 述 。 

在 随 冲击 波 前 质点 运动 的 坐标 系 中 , 亦 相当 在 冲击 波 前 介质 静止 的 情况 , 冲击波 相对 
前 方 质点 的 运动 速度 U 为 

这 一 上 一 让 

利用 上 式 ,冲击 波 关系 式 (12. 327) 写 成 (注意 ,如 下 所 述 的 zx- 和 zx 是 在 随 激 波 前 质点 运 
动 的 坐标 系 下 , 故 ; = 0); 


下 12.3 


材 料 HCktm/ a) Paoliem) 
Al: Cu: Mpg: Mn 
区 

铅 合金 (03 1， 4.5 ;1.5 0. 的 5. 328 2. 785 2. 000 

LtCur 
铝 合 金 (03 0 :5 2.0) 5. 041 2, 833 2,100 
钼 3. 940 8, 930 1. 9490 
低 磋 钢 ( 合 C0. 18%)* 3. 574 7. B50 1.690 

FetCr: Ni: Mn SC 
. .9 ， 

不 铺 钢 人 eg . 19 ， 10 :3 :1 :0 0 4. 569 7. 896 2.170 
钠 相 合金 ( 0 2.565 18. 450 ?2.030 
碳化 辐 4, 920 15. 020 1, 500 
棱 乙 米 ( 低 密度 ) 2. 901 0.915 1. B44 
褒 莱 乙烯 2,746 i. D4 1.180 
有 机 玉 璃 ( 调 名 Plexiglass) 2. 572 1. 185 0.970 
环 扎 树 险 ( 舍 乙 二 足 145》 2. 678 1. 198 ].130 
融 醛 树 指 (高 名 Durite) 2. 84? 1. 370 


# 对 于 恬 碳 钢 , 本 表 歼 据 不 全 ,和 参见 (12.330) 式 ， 


二 p+rUV_— VV) 
加 -一 了 一 er Uw 

_ ,1 4 
e_ 一 DU 2 {uw..) 
p= FY,e) 


(12. 328) 


不 管 是 冲击 波 关系 式 (12. 327) ,还 是 式 (12, 328) ,在 波 前 的 量 已 知 的 情况 下 , 均 为 四 
个 方程 五 个 未 知 量 , 所 以 方程 组 不 封闭 。 要 想 求 得 确定 的 解 ,必须 另 加 关系 式 。 
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由 (12. 328) 式 或 (12. 327) 滤 可 以 给 出 冲击 波 后 两 个 未 知 景 间 的 关系 式 , 如 记 _ 与 了 7_， 

p- SU, p- 与 e ,US ,ee :它们 之 中 的 每 一 个 都 称 作 冲 击 绝热 曲线 或 雨 贡 纽 曲线 。 

种 击 绝热 曲线 一 般 需 要 从 实验 测量 确定 ,最 容易 测量 的 是 乙 与 x_ 曲线 ,经 过 对 广泛 

材料 的 大 量 实 验 表明 ,在 不 发 生 冲 击 相 变 的 相当 宽 的 实验 压力 范围 内 , 慷 与 wx- 曲线 旺 线 

性 关系 ， 

U=g+ hu (12. 329) 

材料 参数 g.h 的 数据 和 视 易 查 得 ,如 见 表 12. 3, 详 见 附 表 12.2 和 12. 3。 对 于 个 副 奢 料 I 与 
uw- 关系 偏离 线性 ,需要 增 漆 二 次 项 ,如 取 成 ， 

UT= g++ hu gous (12, 330) 


如 对 于 低 碳 钢 , 则 须 到 如 上 形式 ,对 于 它 go 一 一 0. 068(s/km)。 


材料 常数 g 非常 接近 材料 的 体 声速 s。 = VK/m( 其 中 天 为 体积 模 量 , 见 (12. 176) 
式 ,关于 Um 取 值 , 见 附 表 12. 2)， 即 有 


gaan = VK/p (12. 331) 


神 击 绝热 曲线 式 (12. 329) 或 {12. 330) 的 地 位 很 重要 ,一 方面 利用 它 加 上 (12. 328) 或 
《12. 327) 式 可 以 完全 确定 冲击 波 阵 面 上 的 物理 量 (假若 户 = AV,e) 的 函数 形式 已 知 的 
语 ); 另 一 方面 在 状态 方程 p = fCY ,a) 未知 的 情况 下 ,可 以 由 它 再 利用 (12. 328) 的 前 三 个 
式 子 求解 比 内 能 e 的 表达 式 , 即 求 状 态 方程 疡 = 7OY ,e) ,这 种 方法 在 高 压 状 态 方程 的 研究 
中 具有 重要 地 位 。 


12.19 业 弹 性 本 构 关 系 


在 812.8 中 研究 了 无 记忆 的 简单 材料 一 一 弹性 物体 , 它 的 本 构 关 系 取 (12. 136) 式 的 
形式 。 控 本 构 原 理 , 对 于 具有 短期 记忆 (short memory) 的 简单 ++ 料 , 其 本 构 关 系 为 


2 = ZE,E) 


即 材料 的 应 力 除 依 琅 应 变 E 外 ,还 忧 吏 庶 启 变 率 卫 。 具有 这 种 性 质 的 简单 材料 为 动 载 下 的 面 
体 。 
固体 在 脉冲 载荷 作用 下 的 特征 之 一 ,基本 构 方程 与 应 变 率 相关 , 即 存在 粘性 效应 。 不 
过 应 变 率 效应 对 某 些 材料 是 不 敏感 的 ,可 以 忽略 ; 另 一 方面 , 某 些 材料 对 应 变 率 虽然 敏感 ， 
但 可 利用 一 定形 式 的 动 载 本 构 关 系 予 以 近似 ,如 前 面 所 述 的 那些 本 构 方 程 。 然 面 , 对 于 有 
些 材 料 对 应 变 率 非常 敏感 ,如 许多 高 分 子 化 合 物 (macromolecular compound) , 像 火箭 推进 
剂 ,炸药 ,橡胶 和 各 种 人 入选 及 天 然 纤 维 织 物 (propallant ,rubber, explosive,and various fab- 
rics of man-made and natural fibre}-…; 田 一 方面 ,有 些 材料 虽然 在 常温 下 对 应 变 率 不 第 
域 ,可 在 高 温 下 则 不 然 ,如 某 些 金属 。 
所 请 糙 弹 物体 ,就 是 它 既 具有 固体 的 变形 的 弹性 性 质 , 又 具有 液体 流动 的 粘性 性 质 。 
描述 弹性 固体 最 简单 的 本 构 关 系 是 胡 克 定律 ; 面 描述 粘性 液体 最 简单 的 本 构 关 系 是 牛顿 
定律 一 应 力 与 速度 梯度 之 间 成 线性 关系 .如 下 先 研 究 一 维 粘 弹 , 然后 简 述 一 下 三 维 粘 天 
以 有 友 弹 精 塑 的 本 构 关 系 。 
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12.19.1 和 粘 弹 本 枸 关系 (constitutive relations for viscoelastic body》 
线 弹 固体 的 一 维 本 构 关系 为 

r= Ec (12. 332) 
粘性 液体 的 一 维 本 构 关 系 为 


5 一 了 《12. 333) 


其 中 7 为 精 性 系数 ,为 速度 , 己 为 杨 氏 模 量 ( 亦 有 的 作者 ,将 已 称 作 弹 复 常数 , 并 将 已 取 成 
(12. 173) 式 所 示 的 部 切 模 量 G, 从 而 EE 则 不 能 作为 “真正 的 ” 杨 氏 模 量 )。 据 (12.96) 式 ， 
《12. 333) 式 可 写成 


5 一 条 一 9 里 (12. 334) 


但 在 上 式 的 < 则 不 必 区 分 它 是 自然 应 变 , 还 是 习 用 应 变 , 因 现 考 虑 的 是 弹性 小 变形 。 同时 ， 
对 于 坐标 , 亦 不 再 区 分 是 空间 坐标 , 还 是 物质 坐标 .也 不 肯 区 别 物质 导数 与 空间 导数 , 即 认 
为 ; 


ta) 强人 性 弹 赞 也 } 正 性 租 尼 大 


图 12,31 粘 弹 元 性 


现 以 弹 往 (spring) 代 表 弹 性 固体, 以 阻尼 器 ( 粘 
壶 ,dashpot) 代 表 粘 性 液体 , 厚 图 12. 31 ,将 它们 视 作 ,www o{Eo—s 
“元 件 ”(component) , 精 弹 介质 可 以 想象 成 是 它们 的 
某 种 组 合 Ccomhbination), 即 由 它们 构成 不 同 的 粘 弹 


本 构 方 程 。 

麦克 斯 韦 体 ， 

所 谓 囊 克 斯 韦 栖 (Maxwell body), 即 麦克 斯 韦 FE 
模型 (Maxwell model) , 它 是 由 一 个 弹 赞 和 一 个 险 尼 
器 串联 (in series), 见 图 12. 32. 显然 加 在 每 个 元 件 “一 * | °° 
上 的 力 相 等 ,而 总 仿 长 为 两 个 元 件 伸 长 之 和 ,于 是 根 -二 
据 (12. 332) 和 (12. 334) 式 得 到 该 模型 的 本 构 关系 为 图 12.33 开尔文 体 

i 一 下 十 可 《12. 335) 
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开尔文 体 ， 
所 谓 开 尔 文体 (Kelyin body), 即 开尔文 模型 
E, 


《Kelvin model), 该 模型 亦 称 作 弗 稿 特 体 (Voigt 
body), 这 是 一 个 弹簧 和 一 个 阻尼 器 并 联 (in 。_ww 。 
parallel) , 见 图 12. 33。 显然 ,加 在 系统 上 的 力 由 两 者 
素 担 , 而 全 者 人 长 相同 ,于 基 根 据 式 412. 332) 和 
(12. 334) 得 到 该 模型 的 本 构 关系 六 
o— Ei|¥ (12. 336) 
标准 线性 固体 : 
所 谓 标 准 线性 固体 (standard linear solid), 即 为 其 元 件 按 图 12. 34 那样 组 合 ,其 本 构 


关系 为 在 开尔文 模型 的 基础 上 再 串联 一 个 弹簧 ,根据 式 (12. 332) 和 {12. 334) 则 有 


图 12. 34 标准 线性 固体 


CE 二 + Eo n= Ebe 二 人 (12. 337) 
还 可 组 成 如 图 12. 35 遍 示 的 四 个 元 件 组 成 的 弄 型 , 即 开尔文 模型 与 麦克 斯 韦 模 型 串 

联 ,其 本 构 关 系 可 写成 如 下 形式 
az6 + 0 二 ao0 = Pre + be + Poe C12. 338) 


其 中 maisas 和 三 ,如 ,Bs 殉 由 图 示 的 盆 数 总 六. 亚 .7 构成 。 


图 12. 35 
为 了 表述 和 推导 的 方便 ,引进 一 个 算 子 一 一 线性 时 间 徽 分 算 子 (linear differential 


time operator); 
= 4 《12. 339) 
作为 算 子 它 可 以 参加 运算 。 利 用 算 子 可 将 式 (12. 338) 表 成 
{tas 红 十 抽 引 十 a0} 一 {人 十 刀 3 十 和} 

12. 19.2 广义 的 粘 弹 本 构 关 系 

几 个 元 件 的 串联 或 并 联 有 时 不 能 很 好 地 描述 粘 弹 行 为 , 实 奈 问 题 往 往 需要 若干 个 不 
同 元 件 的 串联 与 并 联 , 即 构成 了 广义 模型 , 例 奶 ; 

广义 开尔文 模型 , 它 为 若干 个 tn 个 ) 开尔文 模型 的 串联 ,如 图 12. 36 所 示 。 利 用 式 
(12. 339) 所 示 的 算 子 ,可 以 写 出 本 构 方 程 为 


也 一 


aa c 
一 {E, 十 ma} 十 {Es 十 六 也)} 十 {E, 十 TD} (12, 340) 


广义 麦克 斯 韦 模型 , 它 是 若干 个 = 个 ) 麦克 斯 韦 体 的 并 联 ,如 图 12. 37 所 示 , 利 用 微 
分 算 子 ,可 以 号 出 该 模型 的 本 构 方程 为 
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加 12. 36 


《1t2. 341) 


有 
{a 十 Im) (a + 1/3:} {3/E, 十 1/%,} 


12- 37 


一 般 模型 3 
按照 上 述 的 办 法 ,为 了 描述 一 般 固体 的 一 维 烙 弹 行为 ,可 以 将 这 两 种 元 件 取 更 多 个 懒 
更 复杂 的 并 串联 ， 所 千克 的 本 网 关系 奖 全 3387 式 ， 和 


Fo 
oo a i 


式 中 的 算 子 (4) 和 {8} 为 


oo 
出 “一 1 < 十。 “十 后 一 出 下 十 az 一 各 2 十 名 ,ee 十 ， " 二 下 一 E+ be 
其 中 yn sd sin 种 所 均 为 常数 。 将 上 写成 缩 莘 形式 ， 
{Alo = {B'e 《12. 342) 
下 
(A} = Da {8} 一 B32 (12. 343) 
/二 站 f= 


12. 19.2 三 维 粘 弹 本 构 关 系 
在 建立 三 维 线性 粘 弹 理论 时 ,一般 是 将 球 重 部 分 和 偏重 分 开 , 即 


5 一 向 十 Tad Un 一 Ec 十 ms 十 aa) 一 ow 


12, 344) 
Sj = 6 En tn = 二 (en 十 saz 十 63) 一 Ee 
然后 将 一 维 的 粘 弹 本 构 (12. 342) 式 推广 , 则 有 : 
{A}ss 一 21Ble 
《12. 345) 


(Plo = 3{Q})e, 


在 上 式 中 {有 A}、{2B8),{P}、{Q@) 为 (12. 343) 起 所 示 的 那样 微分 算 子 ,之 所 以 在 算 子 前 面 莱 
以 倍数 , 是 为 了 同 (12. 175》 式 在 形式 上 取得 某 种 一 致 .实际 上 所 有 的 材料 对 于 流体 静 讨 
力 2 二 一 a 的 响应 基本 是 弹性 的 ,期 {P} 和 (QQ} 可 取 成 常数 ,于 是 (12. 345) 写 成 
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(12.346) 


其 中 下 为 体积 模 量 , 见 (12. 176) 式 。 式 (12. 345) 或 (12. 346) 就 是 一 般 精 弹 休 三维 变形 的 
本 构 方 程 ， 


12. 20 ” 蜂 变 和 松弛 现象 


病变 和 松弛 (creep and relaxation) 现 象 是 作为 粘 弹 现象 的 典型 代表 , 思 时 也 是 检验 材 
料 粘 弹性 质 的 商 个 最 基本 的 实验 。 

所 谓 蜂 变 ,是 沸 在 材料 中 作用 的 应 力 恒 定 ,但 应 变 却 随 时 间 改 变 的 现象 。 

所 谓 松 弛 ,是 指 在 材料 中 应 变 恒定 ,但 应 力 趣 随时 间 改 变 的 现象 ， 

这 商 种 现 得 打破 了 :我 们 在 应 变 率 无 关 理 论 中 所 建立 的 “在 某 个 时 刻 有 一 应 力 值 , 蕊 
上 就 会 有 一 确定 不 变 的 应 变 值 与 之 对 应 ;有 反之 亦 然 ”的 观念 , 即 应 力 与 应 变 不 再 是 睁 时 平 
衡 了 。 

12, 20.1 蜡 变 和 松弛 实验 

里 变种 松弛 实验 可 以 用 一 维 拉 伸 (压缩 ) 或 简单 前 切 (simple shear) 来 实现 。 

对 于 里 变 实 验 , 是 将 烙 弹 试 件 (viscoelastic specimen) 突 加 一 应 力 06 且 保 持 不 变 , 然 后 
测量 应 变 随 时 间 变 化 。 

对 于 松弛 实验 ,是 将 精 弹 试 件 突 加 一 应 变 6 且 保 持 不 变 ,然后 测量 其 应 办 随时 间 的 
变化 。 

12. 20.2 蜡 变 和 松弛 的 数学 描述 


foe [Btr—t.] 
| 


| 
Ca) 


图 12. 38 


‘by 


为 了 更 方便 地 描述 突 加 载荷 和 突 加 载荷 变化 率 , 亦 是 为 了 将 这 样 的 初始 条 件 直 接纳 
人 本 构 方 程 中 ,所 以 引进 两 个 特殊 函数 。 
对 于 罕 加 并 保持 恒定 的 载荷 使 用 单位 阶 既 函数 (unit step function) [人 — 1.)]; 如 
图 2. 38(a) 所 示 , 其 中 为 大 于 堆 的 某 个 任 取 的 量 ,单位 阶 夏 范 数 定义 作 
0 ft, 


人 tt 一 | 一 。 
[2c 7] 1， tt. (12. 347) 


对 于 罕 如 胜 逝 载荷 ， 即 突 加 脉冲 ,使 用 单位 脉冲 函数 (unit impulse faneton)y 邯 独 拉 


克 隧 数 (Direc delta function) ,如 图 12.38(b) 所 示 , 它 定义 帮 
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A 10， zt. 


[BC — 1,)] oo, pp (12, 348) 
| [ac —i,)]dt=1 (12. 349) 
2. 对 于 里 变 响 应 的 描述 
利用 阶 茎 函数 ,在 上 -= 0 即 :。 = 9 时 的 突 加 恒 慎 载荷 m 可 表 成 
= 一 of2co] (12, 350) 
将 上 式 代 进 (12. 3356) 所 示 的 开尔文 体 中 , 纵 出 
E 十 er 一 可 一 AG (12. 351) 
其 中 z 一 3/ 王 , 称 作 强 煞 时 间 (retardation time)) {12. 352) 
将 (12. 3551) 式 两 边 同 乘 以 exp(tyr) ,并 利用 se 在 1 = 一 co 时 为 零 ,积分 后 给 出 
f= elt) = Fd — eur)f ee)] (12. 353) 


这 就 是 开尔文 体 的 蠕 变 描 述 , 见 图 12. 39, 尽管 所 加 
的 载荷 ( 即 应 力 ) 恒 定 ,可 是 应 变 却 随 时 间 不 断 增 长 。 | 
将 式 (12. 35o) 所 未 的 突 加 载荷 代 进 (12. 335) 式 0 


一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 -一 “一 


所 未 的 麦克 斯 考 体 中 ,给 出 芝 
， eh gh ! 六 
E = L604)] 十 了 LOG7] (12. 354) 伐 坚 
将 上 式 积 分 并 利用 = 在 := 一 co 时 为 零 , 则 有 "7 


: 区 
= (和 [00] + 多 [Qt 国 12. 3 


一 (县 十 9D[9(D] (12. 355) 
这 就 是 麦克 斯 韦 体 的 里 变 描述 , 见 图 12. 39, 应变 和 将 时 无 限 地 增长 ， 


3. 对 于 松弛 响应 的 描述 
利用 阶 联 锣 数 ,在 1 二 0 即 :. 一 0 时 的 突 加 恒 值 应 变 s 可 表 成 


E 一 EL C12. 356) 
将 它 代 进 式 (12. 3357 中 ,给 出 
了 十 二 = e302)] (12. 357) 
将 上 式 两 边 同 霖 以 exp(tt ,并 利用 = 在 上 = 二 一 0 时 为 堆 , 积 分 后 给 出 
og 一 了 Tt) = Eee “| D0)] 【12. 358) 


这 就 是 对 麦克 斯 韦 体 松弛 的 拱 述 ， 尽 管 所 加 的 应 变 盘 定 , 但 应 力 却 随时 间 衰 碱 。 
将 式 (12. 356) 代 进 式 (12. 336) 中 ,给 出 
og = 00) 一 ef ] 十 neo[ dt)] C12. 359) 
这 就 是 对 开尔文 体 松 弛 的 措 述 , 突 加 恒 什 应变 , 却 在 甩 间 产生 无 限 的 应 力 , 但 马上 恢复 正 
党 并 形成 恒定 的 应 力 。 
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12. 21 ”里 变 函 数 ， 松 弛 函数 .遗传 积分 


12, 21.1 出 变 孟 数 
对 于 在 蝶 变 载荷 
gg] 或 ao 一 mL2C 1,)] 《12. 360) 
作用 下 的 蠕 变 啊 应 如 (12. 353) 式 (对 于 开尔文 体 ) 和 和 (12. 355) 武 (对 于 麦克 斯 韦 体 ;所 描 
述 , 即 可 写成 


to 二 gE 或 = oat.) 《12. 361) 
其 中 
FA 一 ee 人 
(i) = 《12. 362.1 
(+ 了 )[OC] ) 
或 
Fl ei ne — ft. )] 
Vt—1,) 一 一 《12. 362. 2) 
(T+ 7 OG —,)] 


3 一 去 : 称 作 莱 度 (compjiance); 函数 轨 ， 称 作 蜂 变 函数 (creep function) 

对 于 图 12. 36 所 示 的 广义 开尔文 体 在 (12. 360) 式 所 示 的 载荷 作用 下 ,其 作用 在 该 栖 
上 的 总 应 力 o 与 作用 在 各 开尔文 体 上 的 分 应 力 oo、… .6 之 间 的 关系 、 总 应 变 e 与 各 分 
应 变 & 6、… ,5 之 间 的 关系 为 


T= oo 
| 。 《12. 363) 
se=6 二 十 小 十 6 二 Ds 
j=l 
而 对 于 第 i 个 开尔文 体 有 
- E, 三 an 
E: 十 ty 一 也 一 了 [0 ， t= /EE 
从 而 求 得 
a=oF (1 —e HN ,= UE= 0 (12, 364) 
于 是 由 上 式 和 (12. 363) 式 得 到 
E=0P) , YE = DFTA eA 《12. 365) 


将 广义 的 开尔文 体 推广 , 设 m 一 oo, 作为 r 的 连续 函数 ,每 个 开尔文 体 都 变 成 一 个 
*“ 微 元 体 ” 凤 1 一 dF 一 A(rydr, 于 是 式 (12, 365) 变 成 


vo = | A -er | AW eddr 012.366) 
车 载 薪 为 (12. 360) 式 的 第 二 式 的 载荷 , 蠕 变 范 数 更 对 一 1.) 为 
Ot.) = ee —e Cnr)dr (12. 367) 


其 中 
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上 一 (Cr) 一 c2- , 称 作 延迟 时 间 分 布 (distribution of retardation times) ， 或 称 延 返 


和 


洲 Cretardation spectrun). 
12. 21.2 ”松弛 函数 
对 于 在 松弛 载荷 
5 二 6&00)] 或 e= sf[0DG 一 +:.)] (12, 368) 
作用 下 的 松弛 响应 o ,如 (12. 359) 式 (对 于 开尔文 体 } 和 (12. 358) 式 (对 于 麦克 斯 书 体 所 
描述 , 郎 可 写成 


0 二 5 或 gg 二 BG 一 ty) {12. 369) 
其 中 
0 从 于 —1.) SLC 一 上 
BU) - EL (2)] + wy[8C)] 或 gd 一 EX ] 十 天 ] 
| 下 一人 ed Rl; 一 工 。 }] 
(C12. 370) 


函数 盏 ; 称 作 松弛 盟 数 (reiaxation function) 。 
对 于 图 12. 37 所 示 的 广义 麦克 斯 书 体 在 (12. 369) 式 的 载荷 作用 下 ,其 作用 在 该 体 上 
的 总 应 变 s 与 作用 在 各 喜 克 斯 书 体 上 的 分 应 蛮 @ ee、 .5 之 间 的 关系 、 总 应 力 o 与 各 分 应 

力 而 ,zs 之 间 的 关系 为 
| 一 昌 一 已 一 一 扎 一 名 [ec | 


由 《12. 371) 
可 一 出 十 四 十 十 本 一 2 
i l 


而 对 于 第 i 个 麦克 斯 书 体 有 
+ 的 ~ Exé = eEL6()] 
从 而 求 得 
| 
于 是 由 上 式 和 (12. 371) 式 得 到 
可 一 eB) 0) DEe-“[Q0)] C12. 372) 


将 广义 的 麦克 斯 韦 体 推广 , 设 4 一 co , 巨 作为 z 的 连续 函数 ,每 个 老 克 斯 韦 体 都 变 成 
个 * 微 元 体 ” 即 巨 一 dE = 多 (Cdr, 于 是 式 (12.372) 变 成 


| 二 上 P(r)e LA Jdr = | Pe 


fF 二 (i) 
车载 荷 为 (12. 368) 的 第 二 式 的 载荷 ,松弛 钞 数 儿 G 一 +,) 为 
” 一 上 ) 一 |- Pre TAG — #,)Jdr = | ede 


(12. 373) 


(C12. 374) 
如 = 一 [or 一 £,) 
其 中 
B= FBT) 一 于 : 称 作 松 弛 时 间 分 布 Cdistribution of relaxation times)， 或 称 松 弛 


了 3 


谱 (relaxation SDECtTIiTN } 。 
12. 21.3 遗传 积分 
上 曾 所 考虑 的 里 变 响应 和 松弛 响应 
都 是 突 加 的 一 次 性 和 恒 值 载荷 ( 即 单 级 平 
台 载 荷 ) 新 引起 的 。 如 下 将 研究 连续 加 
载 ,为 此 先 研 究 阶梯 式 加 载 ( 即 多 弧 平 台 
加 戴 ) ,如 图 12. 40 所 示 , 作 为 过 渡 ， 
1， 蜂 变 的 焉 传 积分 
在 一 个 开尔文 体 上 作用 着 如 图 
12. 40 所 示 的 阶梯 式 的 应 力 载荷 ,求解 
由 此 所 引起 的 应 变 响 应 , 出 于 它 遵 循 线性 的 粘 弹 本 构 关 系 , 所 以 普 加 蛛 理 可 用 。 其 整个 应 
力 ( 总 应 力 ) 所 引起 的 应 变 效 应 等 于 各 分 应 力 所 强 起 的 应 变 效应 之 和 。 于 是 可 把 图 示 的 应 
力 载 荷 rz 分 成 msor, 且 在 :一 0. 一 扫 、 一 扣 时 肇 各 自 独 立地 作用 在 同 为 自然 
态 ( 即 初始 时 ac 一 < = 0) 的 开尔文 体 上 , 即 其 载荷 表 成 
F = ow ty 十 Gin 十 十 im 
Go = of, oo 一 四 [全 一 三 让， am = on NG Oo tm)] 《12. 375) 
据 (12. 336) 式 ,对 于 单一 开尔文 体 有 
= 十 sr 一 ao/T 《12. 376) 
了 于 是 在 式 (12. 375) 所 示 的 载荷 作用 下 ,分别 有 


和 十 sr 一 ooy/9 = 了 [CD] 


图 12.40 


二 ST 一 oo73 一 了 [9d ~ 《12. 377) 


Em 二 Bm/T 一 gm 二 了 [9( — tn)] 


将 (12. 377) 的 诸 式 加 起 来 ,网 有 
(ss 十 百 才 十 色 ) 十 (ee 十 下 十 当 十 如) 一 of7 
将 该 式 与 042. 376) 式 比较 , 则 推出 由 各 分 应 力 产生 的 诸 应 变 之 和 , 即 为 总 应 力 所 产生 的 
应 变 上 < , 即 
6 十 王 才 人 十 光洁 台 二 
由 (12. 377) 式 所 求 得 的 解 为 


go 一 Go) 一 Sa — eH) EA)] 


他 
= 0 =) 
1 DT Ee GT (12. 378) 


CLE ELLE LT 


Gm 


a 


Em = OC) = NG Co )] 


即 有 
?4 


Pr 3 | b 


' 1 本 
= ) 
© £ ° [ ] {12. 379) 


(= 0 + t=0 
出 (12., 378) 式 则 求 得 总 应 变 e 为 
eo= mT) 二 二 Ui) 一 AA 11) (2.380) 
对 于 图 12. 36 所 示 的 广义 开尔文 体 , 若 在 图 12. 40 所 和 示 的 载荷 作用 下 , 则 在 其 组 成 的 
每 个 开尔文 体 上 所 产生 的 应 变 应 如 式 (12. 380) 所 示 , 于 是 对 于 第 ; 个 开尔文 体 所 产生 的 


应 变 6 为 
和 EC = GoW 


必用 在 广 闷 开尔文 体 下 的 总 应 变 & 
E = Ee) = Di 一 moo WE) 十 EA 一 二 ) 十 十 on po EC — £) 
1 一】 1=1 | 
《12. 381) 
其 中 


WE = FA eA 
| 和 7 (12. 382) 


,= lb., 7 Olly ym ， to 二 0 
对 于 推广 的 广义 开尔文 体 , 即 x 一 201 了 ZF 一 ACr)dr ; 则 式 (12. 381) 中 的 求 和 项 变 成 ， 


DP | ADY 一 ec)]Jdr 一 到 人 
i=1] 一 


DA | A — em — tldr = Be — n) 
i=1 一 加 


本 


六 有 一 二 | 4(DG mI 一 各 jd 一旦 (一 名) 
i=1 一 


【12- 383) 
因此 ,由 (12. 381) 式 得 到 推广 的 广义 开尔文 体 上 的 总 庶 变 为 
E= 1) = ET a) 二 ot ) 
= oti) 《12. 384) 


j= 


如 上 研究 了 在 图 12. 40 所 示 的 阶梯 式 应 力 载 
荷 下 ,单个 开尔文 体 ,广义 开尔文 体 以 及 推广 的 广 
义 开 尔 文体 上 的 应 变 响 上 应。 现在 研究 在 图 12. 41 
所 示 的 光滑 连续 应 力 载 薪 作 昨 下 ,对 如 上 扬 述 的 
名 开尔文 体 上 的 应 变 响 应 ， 对 于 这 种 连续 载荷 所 
产生 的 应 变 可 以 这 样 效 得 ;将 连续 的 应 力 载 荷 视 
作为 “无穷 个 台阶 的 阶梯 式 载荷 ", 每 个 小 台阶 为 
da, 于 是 问题 变 成 图 12. 40 所 示 的 阶梯 式 加 载 ， 


即 在 (12. 380) 式 或 在 (12. 384) 式 中 


ti 2 1 全 全 do » do 一 Cet Yay | 一 Sede 


于 是 光滑 连续 的 应 力 载荷 作用 下 的 产生 的 应 变 为 (参见 局 2. 384) 式 )， 
s = elt) 一 [3 四 WG 一 ydy 《如 载 从 零 开始 ,66 一 0) (12. 385) 
或 
E 一 ED 一 加 更 人) 十 站 de 全 业 W(t 一 Vdz (加 载 从 oo 开始 ,oo 天 0) (12. 386) 


从 式 (12.385) 或 人 2. 386) 得 知 , 对 于 初始 处 于 自然 态 的 开尔文 体 ,在 从 : = 0 开始 的 连续 
载荷 作用 下 ， Pal 二 t+ 时) 的 刘 变 响应 <(2 都 与 从: 一 0 0 到 :~ 一 上 的 整个 应 力 却 载 


是 


integraly ， 简称 ， 咯 变 和 分 
2. 松弛 的 遗传 积分 
在 第 级 平台 式 伍 信 载 区 eo 的 作用 下 , 麦克斯韦 体 的 松弛 响应 为 式 (12. 373) 或 
《12. 374) 所 示 。 若 载荷 改 为 如 图 12. 40 所 示 的 阶梯 式 应 变 载 荷 e 的 作用 下 ,其 应 力 响 庶 尖 
似 于 式 (12. 380) 或 (12. 384)》, 即 有 


c= ot) = De ~ 8) (12. 387) 


若 险 税 式 的 松弛 载荷 改 为 如 图 12. 41 所 示 的 光滑 连续 载荷 , 即 以 微 元 量 de 代 圭 每 个 台 
阶 , 即 在 上 式 中 


二 下 EdE ,， de = Ide = $5 £! 
于 是 光滑 连 线 的 应 变 载荷 所 产生 的 应 力 为 
一 ti 一 | Spee 一 4)dt (加载 从 零 开始 ,& 二 0) 《12. 388) 


d= 00) = 5 + 上 5 95D 一 2)dz 《加 载 从 名 开始 ,s 天 0) (12. 389) 


式 (12. 388) 或 (12. 389) 称 作 松 凶 坦 传 积分 ,简称 松弛 积分 。 

2 人 4 媚 变 函数 思 5 与 松弛 沙 数 钙 () 之 间 的 关系 

一 个 给 定 材料 的 粘 弹 特征 ,可 以 使 用 蜂 变 积分 ,如 (12. 385) 式 ; 亦 可 使 用 松弛 积 

人 az 388) 式 。 在 这 两 种 积分 中 均 出 现 虹 迹 函 数 炙 (1) 和 松弛 函数 2 ,它们 的 浮 数 
形式 与 施加 的 载荷 无 关 , 只 与 具体 的 粘 弹 檬 型 有 关 , 如果 于 G4) 和 出 G4) 是 对 于 同一 个 材 
料 , 即 对 同一 个 烙 弹 模型 ,它们 之 间 显 然 应 有 固定 的 关系 ,这 各 关系 一 般 是 不 容易 找 ,但 利 
用 拉 普 拉 斯 变换 可 方便 地 获得 。 

1. 关于 拉 普 拉 斯 变换 与 卷 积 

函数 f(z) 的 拉 普 拉 斯 变换 (Laplacers transform) 的 象 画 数 (image function) 了 0) 定义 
作 
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FE) 一 | Apersd 亦 记 作 了 (ty = 工 [ (4)] (12. 390) 
拉 普 技 斯 变换 具有 如 下 性 质 


rz ]= ELEF CG] — £00) 《12. 391) 
其 中 复数 为 变换 参数 (transform parameter)。 由 象 函数 求 淹 函 数 为 
fy 一 去 | Cryesdt (12, 392) 


式 中 了 为 一 个 实数 参量 。 
着 积 (conyolution) 。 阔 数 万 (GO 和 f(t) 的 着 积 灾 () 定义 作 


(二 | en * frlt — {1')dt’ = | Ce Ft Fd (12, 393) 


亦 记 作 FU = ft) fl) (12. 394) 
卷 积 在 作 拉 普 近 斯 变换 时 具有 如 下 性 质 ， 
FHF]= AD EAI Of) (2.395) 
2. 轩 (1) 与 BC1) 闻 的 关系 
根据 旺 变 遗传 积分 (12. 385) 式 和 松弛 遗传 积分 (12. 388) 式 ,并 按照 (12. 393) 式 和 
《12, 394) 式 的 定义 , 则 有 


elf) 一 | 0 人 wpe — fd" = 
a 


detr) 
dz 


本 


# Wt), el0)=0 (12. 396) 


一 | 守 de OB gd = ED GG), ol0) =0 (12.397) 
将 如 上 的 ett) 和 et) 作 训 闪 科 斯 变 所 ,并 利用 要 站 性 质 (I2 395) 式 和 (12. 391) 式 , 则 有 


工 [sf ] = zi a]. LITO)] = FLLat)] * LWC)] 


Zfec)] 一 工 ce |]. LI@0)] = Lal] : LG0)) 


将 如 上 两 式 相 乘 , 则 推出 
也 [更 (的 ] LIB) = 1/¢: 
好 
PE BE) 一 17 (12. 398) 
这 就 是 虹 变 函数 与 松弛 函数 之 间 的 关系 。 


12.22 ”三维 粘 弹 体 对 加 载 的 响应 


如 上 研究 了 应 力 应 变 均 为 一 维 的 理想 情况 下 的 一 维 烙 弹 模型 及 其 响应 ,现在 研究 三 
维 粘 体 对 加 载 的 响应 。 
12. 22. 1 线性 粘 弹 杆 在 简单 拉 伸 时 前 蟒 变 响应 
应 力 应 变 均 为 一 维 的 理想 精 强 模型 ( 即 一 维 应 力 横 型 ), 在 用 于 描述 实际 的 烙 弹 杆 的 
简单 拉 伸 时 ,它们 只 能 作为 一 定 程度 的 近似 。 严 格 地 讲 , 应 力 与 应 变 间 为 一 维 的 情形 是 不 
存在 的 ,如 对 一 维 应 变 问 题 ,应 变 虽 是 一 维 的 ,但 应 力 却 是 三 维 的 ,对 于 篇 单 拉 伸 ,虽然 应 
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力 是 一 维 的 ,但 应 变 却 是 三 维 的 ,所 以 杆 的 简单 拉 伸 是 三 维 问题 。 如 下 我 们 将 按 三 维 模型 
来 研究 线性 粘 弹 杆 的 对 简单 拉 伸 的 娇 变 响 应 。 
一 个 开尔文 体 的 粘 弹 杆 ,在 : = 0 时 奕 加 一 个 恒 值 拉 伸 载荷 a,, 即 有 


0il = HA)] ， er 一 g 一 0 一 的 一 ca 一 0 (12. 399》 
现在 研究 的 是 三 礁 粘 弹 情 况 ,三 维 线性 精 樟 的 本 构 
关系 如 式 (12. 346) 所 示 , 即 | ZE 


人 (12. 400) 
ta。 一 3 玉 sr “4 S 
如 上 的 第 一 式 完全 是 仿照 一 维 粘 弹 本 构 关 系 式 


(12. 342) 得 来 那样 , 亦 是 将 “弹簧 和 阻尼 器 ?这 商 种 
元 件 按 各 种 方式 进行 组 全 而 得 到 的 。 不 过 所 对 应 的 
不 再 是 应 力 与 应 变 关 系 tc 与 绅 ,而 是 偏 应 力 与 偏 应 , 
变 间 的 关系 ( 即 5, 与 a 间 的 关系 )。 由 于 现 研 究 的 本 为 开尔文 体 ,所 以 本 构 模 型 的 构成 如 
12. 42 所 示 , 按 该 图 所 示 的 模型 , 则 有 


$= 2Ee, + 276s 一 引 忆 十 7 之 |]。， (12. 401) 
即 相当 于 在 (2, 400) 式 中 


图 12, 42 


(A} =1 ，{B} = 人 二 3 了 | 
由 (12. 401) 式 给 出 在 拉 什 方向 的 侦 应 力 与 但 应 变 的 关系 
5 一 21E + 9 le (12. 402) 


$= 一 I 一 Ee = To 一 二 ofoco] 
2 二 5 一 Es 6 一 Le, 二 gn 
3K 9K 
于 是 由 (12. 402) 和 (12. 403) 式 得 到 
&1 二 ent = oN) TK EYAONK) 十 so Ld) (9K) (C12. 404) 
上 和 涉 求 解 给 出 
6 =— do(3K + EDC 一 ee LRC /OER) 十 ooe TNC AOKY (2.405) 
这 就 是 开尔文 杆 在 恒 应 力 拉 伟 时 的 里 变 啊 应 , 它 与 完全 按 一 维 粘 弹 模型 的 晴 变 响应 不 同 . 
见 {12. 353) 式 。 
在 (12.405) 式 中 当 # 一 oo 时 , 即 


(12. 403) 


lime = ou{3K + EGER) = oo/ 五 。 (12. 406) 
其 中 
3 二 E 
E,= 9EK 


即 作为 极限 情况 粘性 不 起 作用 ,其 响应 效果 交 无 粘性 的 简单 拉 伸 一 样 。 如 果 将 上 式 中 的 五 
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取 成 (12.173) 式 所 示 的 前 切 模 量 局 , 则 已. 就 成 了 (12. 170) 式 中 “真正 的 " 杨 氏 模 量 , 式 
(12. 406) 便 是 无 粮 性 的 弹性 简单 拉 仲 的 结果 ，。 
如 上 对 开尔文 粘 弹 杆 在 简单 拉 促 下 , 缘 出 了 轴 间 应 变 响 应 (12. 405) 式 , 它 可 写成 s.: 
二 oo 轨 () 形式 ,同一 维 粘 弹 一 样 ,() 亦 称 作 蜂 变 阔 数 ， 如 市 作为 一 般 情 形 的 三 维 粘 弹 
体 ,在 初始 (: = 0) 的 突 加 恒 值 应 力 载 萄 作用 下 , 即 
号 一 吕 LO60] ， 由 一 const( 如 车 视 必 张 量 各 分 量 , 则 可 能 为 6 个 不 同 常数 ) 
gn = ， 四 一 Const 
在 如 上 载荷 作用 下 ,根据 式 (12. 345) 或 人 (12. 346? 的 本 构 方程 ,可 以 给 如 下 形式 的 蠕 变 响应 
By = VO) ,em = OV) 《12. 407) 
在 上 式 中 玫 ,G) 和 汪 yt2) 分 别 是 对 于 偏 量 和 球 量 Cdeviatoric and spherical parts) 的 请 变 丽 
数 。 同 理 ,在 初始 突 加 的 恒 值 应 变 载荷 作用 下 , 精 弹 体 的 松弛 响应 亦 可 表 成 
$= DB) ,0 = const 
En 一 BH) ,= const 
在 上 式 中 名; 和 J& 分 别 是 对 于 偏 量 和 球 量 的 松弛 函数 。 
12. 22. 2 ” 蠕 变 积 分 和 松弛 积分 


《12. 408) 


同一 维 项 弹 一 样 ,如 果 突 加 恒 值 载荷 改 为 光滑 连续 加 载 , 则 式 (12. 407) 变 成 娟 变 遗 传 


积分 (参见 {12. 385) 式 ) 


| 一 | we 一 1 1 a 


de, (12. 409) 
| 一 | rt — #4) de 
式 (12. 408) 变 成 松弛 遗传 积分 (参见 (12. 388) 式 ) 
一 Ls (tt) Sar 
， je (12, 410) 
"= | Dt) de 


在 一 般 的 粘 弹 行为 中 , 任 一 物理 量 -sx 的 物质 导数 者 很 小 (车 委 大 , 则 不 能 按 一 般 前 常规 
分 析 办 法 处 理 , 改 用 应 力 波 理论 或 数值 计算 等 方法 解决) , 且 局 部 导数 区 与 空间 梯度 
grad -er 以 及 质点 速度 " 都 是 同 阶 小 量 . 故 .ex 在 按 空间 沧 标 描述 时 ,一 般 均 咯 去 物质 导数 


中 的 迁移 项 [transport term) ， 即 有 


dw Qe 
dr 一 Ze 十 ，。 * 名 Tad ey 2 (C12. 411) 


据 上 式 , 则 (12. 409) 和 C12.410) 式 可 训 成 
eij 一 | vw. —£') Sadr 
0 而 
， Ny (C12. 412) 
6 一 | wa — 1") de 


了 9 


加 = ee — 4) ar 
， 2 (12. 413) 
| = J oe — 4) Fede 
《上 式 如 若 看 成 物质 坐标 描述 , 它 又 是 式 (12. 409) 和 (12. 410) 的 精确 转 形 .) 
12. 23 ” 粘 弹 问题 ， 对 应 法 则 


在 上 一 节 ,我们 描述 一 个 几何 形状 与 加 载 条 件 都 比较 简单 的 辣 弹 体 , 按 比 较 简 单 的 粘 
弹 本 构 模 型 作 了 处 理 。 但 是 对 于 比较 复杂 的 情形 , 则 须 寻 求 新 的 途径 ,如 下 将 论述 的 对 应 
法 则 (correspondence principle) 便 是 手段 之 一 。 

12. 23. 1 粘 弹 问题 与 控制 方程 

假定 有 一 个 如 图 ;2.43 所 示 的 粘 弹 体 , 它 
由 各 向 向 性 介质 构成 。 在 它 上 面 作用 着 位 力 z， 
在 其 外 表面 的 一 部 分 2, 上 作用 着 面 力 矢 量 六; 
在 其 表面 的 男 一 部 分 2; 上 第 出 位 移 矢 量 8, 假 
定 这 些 重 均 作 为 时 间 : 和 空间 坐标 x 的 消 数 ， 
即 


b=be » b= b(rt) 
k=he ， ho= h(t) 
B= ge: »: gi— gmt) 
由 于 为 弹性 小 变形 , 故 假 定 ; p = const; 同时 认为 物质 导数 较 小 ,物质 导数 可 用 局 部 
导数 32 代 将 , 见 (12. 411) 式 。 在 这 些 条 件 下 , 描 该 粘 弹 体 的 控制 方程 和 边 初 条 件 为 
1. 平衡 方程 或 运动 方程 (equations of equilibrium or motion) 


图 12. 43 


A Pu 
oni 二 一 站 或 iiy 十 一 六 = po C12. 414) 


2. 应 变 与 位 欧美 系 或 应 变 率 与 速度 关系 (strain-displacernent relations or strain-rate- 


velocity relations) 


ej 一 六 《zy 十 ai 或 6 一 oy 十 vi (12. 415) 
3, 边界 亲人 忻 (boundary conditions》 
在 表面 s; 上 Tt nr) 一 HR) Shr) {12. 416) 
在 表面 2, 上 HTHt) SE grist) 《12. 417) 


在 (12. 416) 式 中 ,表面 单位 外 法 线 nCzs) 本 来 还 应 恢 束 时 间 # 因 物 居 在 变化 时 则 表面 上 
任 一 点 的 法 向 亦 在 变化 .然而 , 现 研 究 的 是 弹 人 性 小 变形 ,所 以 袁 面 法 线 的 方向 改变 不 大 , 故 
略 去 随时 间 的 变化 。 
4， 初 准 亲 件 (initial conditions) 
- wT 0) = (CT) 
， (12. 418) 
vr 0) 一 他 (Cx) 
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5. 本 构 方 程 Cconstitutive equations ) 

而 能 为 如 下 两 种 形式 之 一 ， 

(a) 线性 微分 算 子 形式 (linear differential operator form) 
| 4A}s, 一 2{B}e,; 


: (12, 419» 
| = 3Ke, 
(b) 遗传 积分 形式 (hereditary integral form) 
二 [A —1') dy 
四 性 
C12, 420) 


了 dr, 
Em 一 | we 一 六 ) 3 


如 上 方程 组 封闭 ,加 上 过 韦 条件 完 全 可 以 求解 .然而 ,如 上 方程 组 是 微分 方程 ,难点 在 
于 本 构 方 程 的 形式 , 若 描述 真实 的 粘 弹 行为 ,本 构 关 系 一 般 并 不 简单 ,从 而 造成 方程 难以 
求解 ,如 下 将 谈 的 方法 便 是 解 次 这 种 难点 的 办 法 之 一 。 

12. 23.2 对 应 法 则 

粘 弹 问 题 之 所 坟 比 一 般 的 弹性 问题 难度 求解 ,就 是 由 于 时 间 效 应 问题 .对 应 法 则 就 是 
要 解决 这 个 问题 ， 

所 谓 对 应 法 则 ,就 是 将 粘 强 问题 的 方程 组 与 边界 条 供 通 过 拉 普 拉 斯 变 模 ,将 本 依赖 时 
间 问 题 化 成 不 依赖 时 间 的 “弹性 静 力 学 问题 "的 方程 组 及 边界 条 件 5 即 化 成 相应 的 "弹性 ” 
问题 ,这 两 种 描述 之 间 的 对 应 关系 ,就 称 作 对 应 法 则 。 

由 变换 之 后 的 方程 组 求 得 解 后 ,再 通过 拉 普 拉 斯 变换 的 反 演 , 便 获得 粘 弹 问题 的 解 ， 
如 下 ,考虑 一 准 静 态 等 温 问 题 (quasi-static jsothermal problem ) 。 

人 由 于 问题 为 准 静 态 , 故 不 考虑 惯性 ,运动 方程 变 成 了 平衡 方程 , 即 (12. 414) 的 第 一 
式 ,将 它 作 变换 , 即 有 

0 一 | oe de 十 | ope sdt 


二 过 | ed 十 P| bea 

一 站 多 t ph = yt PE (12. 421) 

其 中 
5 一 | oe dt ， 下 一 | bee C12. 422) 

名 将 (12. 415) 的 第 一 式 作 变换 , 即 有 

3 = 六 人 十 总 站 (12. 423) 

其 中 
= | ee Yd ,mm | ea 《12. 424) 


您 将 (12.416) 和 (12.417) 作 变换 , 即 有 
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在 上 | mate td 一 | hr ierde 一 元 
[8 9 
推出 mz) uCrnte Ya 一 一气 (12. 425) 


竹 人 ;上 上 = | gt)esdt = 好 《12. 426) 


通过 拉 普 拉 斯 变换 将 原来 随时 间 变 化 的 动 边界 条 件 化 成 “ 静 力 学 中 的 边界 条 件 , 而 
原 (12.418) 式 所 示 的 初始 条 件 在 新 的 静 力 学 问题 中 当然 不 出 现 ， 


全 将 (12. 419) 式 作 变 换 
假定 
[5 C10) Si _ 2 一 外 0 
f= 二 9 t= Cieli| 
- Qe (zt) 3ze (rt er | 
Bix 0) 一 一 | 一 Se Th a 2 , 二 6 A | 一 分 
ontTi0) 一 (xy0) = 0 
据 (12. 391) 式 与 上 式 , 则 有 
: | a Wey 一 5] wed = ts, 
} 站 9 
Psy et oe- 5s 
:di 一 | -etd — Ls, 
| 3 | $5 (12. 427) 
[esd =- see = bs, 
:ho 
or de pe 
| g=| ee tdt = te 
! oe ee 一 了 
< 一 ie RE 一 ie, 
| ee (12. 428) 


| ed 一 | se tdt = tr, 
站 谋 让 
将 (12. 419) 式 作 变 换 , 即 
| auersd: 一 | 2{B}ese td 
亦 即 有 
= = ae Tres 
| (ai F a Sotdi 一 = ?| (oey + ed 


于 是 借助 {12. 427) 和 {12. 428) 诚 则 有 


Ass = 2Be; 或 本 2Ge, (12, 429) 
其 中 
A= Vat ， B= Yb , G=B/A (12, 430) 
1 一 自 i 
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式 C12. 419) 的 第 二 式 变换 成 
j= | = | 3Kenc de = 3K| eresde 一 3K6, 《12. 431) 
vu [nl 寺 


将 变 耶 后 的 局 2. 421)~ (12. 431) 式 归纳 为 
Ti 十 了 肥 一 0 ， p= const 


hi 在 人 2 面 上 ,ni = (4) (12. 432) 


和 


' 一 CDnst 
在 如 上 这 组 关系 式 中 : mo 5, “5 ,emveunui 均 作为 变量 x 和 参数 的 未 知 沙 数 ;而 也 作为 
x 和 名 的 已 知 函 数 .5 为 只 由 上 决定 的 已 知 量 。 

式 人 12. 432) 为 含 人 参数 上 的 典型 的 < 弹性 前 力 学 问题 ”其 中 心 = B/A 便 是 对 应 法 则 的 
标志 .由 这 种 含有 * 的 弹性 静 力 学 解 再 通过 拉 普 拉 斯 变换 反 演 , 便 获 得 原 烙 弹 准 静 力学 问 
题 的 解 。 

如 上 研究 了 比较 简单 的 准 静 态 粘 弹 问 是 的 对 应 法 则 。 对 于 其 他 的 动态 粘 弹 问题 同样 
可 以 通过 拉 普 拉 斯 变换 ,将 其 化 成 “弹性 静 力 学 问题 ", 然 而 这 种 弹性 静 力 学 问题 不 一 定 有 
真正 的 而 县 简单 的 弹性 静 力 学 问题 与 之 对 应 ,不 过 , 拉 普 拉 斯 变换 从 问题 中 消去 了 时 间 :， 
将 上 化 成 参数 ,从 面 使 控制 方程 得 到 了 一 定 的 简化 ,特别 是 对 于 含有 高 阶 时 间 微 商 的 本 构 
方程 。 


12. 24 ” 弹 粘 塑性 本 构 关 系 


当 物 体 变 形 进 人 塑性 时 ,如 果 只 考虑 塑性 应 变 的 应 变 率 而 不 计 人 弹性 应 变 的 应 变 率 
效应 谱 , 这 样 的 物体 称 作 弹 业 塑 性 体 (Celasto- visco-plastic body) 。 
12. 24.1 一 维 弹 粘 逆 本 构 关系 
按 经 典 做 法 ,将 总 应 变 率 分 成 弹性 部 分 站 和 塑 福 部 分 #， 即 
E 一 关 十 如 《12. 433) 
绍 考 洛 赤 斯 基 (Cororoset 在 吕 得 维 克 (Luadw 巡 ) 等 人 的 工作 基础 上 给 出 如 下 本 构 
E 一 去 + 中 间 - 1| (12. 434) 
这 相当 于 承认 在 弹性 变形 阶段 成 立 的 z = Es 规律 在 秘 性 变形 阶段 亦 成 立 , 即 
T = Ee {12. 435) 


同时 认为 ,动态 应 力 (o 二 af(e,6)) 与 理想 塑性 应 力 (a 一 名 一 const) 之 差 6 一 总 是 纪 的 
医 数 , 印 


oT 二 (ee) 或 一 1= 访 (e) (12. 436) 
作为 上 式 的 最 简单 的 一 种 请 况 ( 只 考虑 拉 仲 , |z] 二 a ) 是 ; 
5 一 加 一 了 (12. 437) 
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该 方程 正 是 丙 哈 姆 模型 (Bingham model) 的 杰 构 关系 。 丙 哈 姆 模型 ， 
见 图 12. 村 ' 它 是 出 阻尼 吕 和 清 卉 板 所 组 成 的 咎 所 性 下 全。 


从 (12.435) 式 求 得 ;站 一 二 志 ， 愉 (12， 436) 式 解 出 反 范 数 :e 二 


| 如 一 1 ,将 它 “9 
g| 区 一 1|。 将 它们 代 进 (12. 433) 式 中 便 得 到 式 (12. 434)。 
细 考 洛 夫 斯 基 方 程 是 描述 理想 塑性 的 应 这 迹 率 效应 的 ,于 是 马尔 ， 
文 《Malven) 将 它 推 广 , 在 (12.434) 式 中 以 静态 应 力 应 变 关 系 mm 二 
role) 代替 了 ,从 而 有 : 图 12. 44 两 哈 婚 模 型 
一半 二 中 于 一 1 《12. 438) 


考虑 到 上 式 的 第 二 部 分 ,或 者 说 (12. 433) 式 的 第 二 部 分 ,只 有 在 塑性 变形 时 才 出 现 ,于 是 
将 它 写 成 


o 
一 瑟 二 (EC 一 1)) 


人 对 于 |z| 一 [oote) | 0 
5， 对 于 |o| 一 |ate)| 守 0 


(12. 439) 
{g» = 


将 上 式 改 写成 另 一 种 常用 形式 ， 


10， 对 于 天 和 0 《12. 440》 
(HF)) = 人 对 于 F>>0 
f= of oote) —1 
7Y* 为 粘性 系数 5 与 (12. 433) 式 中 的 ?相当 ) 

这 就 是 常用 的 “一 维 弹 粘 塑 本 构 关 系 ”, 它 又 称 必 绍 考 洛 夫 斯 基 一 马尔 文 模型 .对 于 该 
模型 , 判 源 变形 是 由 弹性 区 进入 塑性 区 ,还 是 由 塑性 区 回潮 弹性 区 ,完全 由 超 应 力 (over- 
stress 》 Ko 一 oo) 决定 ,不 管 应 力 随时 间 增 加 引 &，>> 09, 还 是 减 小 站 < 0, 只 要 (ic| 一 
1061) 诗 0 就 是 粘 逆 性 变形 ,否则 为 弹性 变形 ,这 与 一 般 的 一 维 应 力 情形 不 同 ,在 一 维 应 力 

,只 要 | < 0 就 是 印 载 进入 弹性 变形 


12. 24. 2 衬 维 弹 粘 塑 体 的 本 构 关 系 
根据 塑性 流动 理论 的 (12. 250) 式 


def = dA.s 

可 以 推出 
dA ， 
其 中 4 一 再 一 4 


由 (12, 441) 式 可 以 推出 ， 
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则 有 A=VEF/V I (12. 442) 
其 中 


1h» 一 工 ， Si 
2 ti 
(12. 443) 
三 一 
2 
而 据 (12. 249) 式 , 则 有 了 一 
从 而 I? = 六 (12. 444) 
于 是 从 (12. 441)、(12. 442) 、(12.443) 和 (12, 444}) 式 得 到 ; 
r 四 
外 一 ~E, = a ' 《12. 445) 
ip I DD 


在 一 维 情况 的 分 析 中 , e 是 超 应 力 (o 一 Yo) 的 函数 ,如 见 (12. 436) 式 。 现 在 把 这 种 概 


念 推广 到 三 维 应 力 情 况 ,认为 加 是 “ 超 应 力 ”CV 15 一 .%-) 的 函数 (关于 .2-, 见 后 面 
(C12. 455) 式 ) ;于 是 可 邻 


V3.p ,MYIp 
了 时 一 六 (Pp 一 1)) (12. 446) 
利用 上 式 , (12. 445) 写 成 
。 :I | 
避 一 7 一 一 1) 一 二 (12. 447) 
Ni 站 


(0 fo, AW ED 一 .2 二 0 时 
Pp 二 
| I 一 .9 0 时 


如 果 设 塑性 应 变 部 分 名 对 体积 变形 无 贡献 ( 据 (12. 441) 式 ,理所当然 ), 即 


其 中 


不 二 二 十 红 十 眶 二 从 (12. 448) 
从 而 有 和 一 印 一 py 二 六 (12. 449) 
又 因 上 一 上 十 时 《12. 450) 
再 将 在 弹性 变形 成 立 的 (12. 175) 的 第 二 式 推 广 到 塑性 段 , 即 认为 
$i = ZGet C12. 451) 
于 是 从 (12. 447)、{12. 449) 、(12. 450) 和 (12. 451) 式 得 到 
， » 。 1 - vy I pp 3 
5 一 时 十 是 二 5 十 7 《9( 一 地》 一 (12. 452) 
2€7 DC AT 


. 如 时 再 令 球 量 的 本 构 关系 和 粘 弹 的 情形 一 样 , 即 按 (12. 346) 的 第 二 式 , 则 有 
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co 《12,. 453) 


将 如 上 两 式 侣 起来, 便 是 描述 三 维 应 力 的 弹 粘 塑性 的 本 构 方 程 


Em = 


Shy 一 ya 

. 1 . 5 《12. 454} 

6 一 DO + 7H) — 

Iyp 

式 中 

Fp 1 

= HK = -Ce) 《12. 455) 
《内 一 人 7 0 时 
" yp >0 时 


式 (12.454) 亦 称 作 珀 直 纳 方程 (Perzyna equation) , 它 是 珀 直 纳 将 绍 考 洛 夫 斯 基 一 马尔 广 
理论 的 推广 。 


12. 25 ”一 维 阐 塑性 流动 的 数学 表述 与 数值 计算 方案 


在 现代 许多 实际 问题 中 ,尤其 是 在 军事 上 ,都 涉及 到 固体 材料 在 冲击 作用 下 的 变形 和 
破坏 ,如 爆炸 力学 中 的 问题 ,高 速 碘 措 问 题 ,以 及 激光 、X 射线 和 粒子 来 对 材料 的 作用 及 其 
破坏 问题 ,然而 ,要 解决 这 种 复杂 的 问题 必须 进行 数值 计算 ,自从 60 年 代 起 在 持 界 上 已 经 
建立 起 不 少 的 数值 计算 模型 ,其 中 “HEMP 程序 ”" 便 是 这 些 成 功 的 数值 计算 模型 之 一 。 竹 
本 节 及 下 节 将 分 别 介绍 这 种 模型 的 数学 表述 和 数值 计算 方案 ,这 两 节 的 内 容 , 也 是 流体 力 
学 和 固体 力学 ,特别 是 动 载 固 体力 学 的 重要 的 综合 应 用 。 

所 谓 一 维 弹 塑性 流动 就 是 指 介质 的 本 构 关 系 采 取 (12. 309) 式 的 形式 ,而 运动 除了 依 
赖 时 间 外 只 依赖 一 个 空间 变量 。 这 种 运动 可 能 为 平 而 对 称 、 柱 对 称 和 球 对 称 。 

a 


对 于 平 而 对 称 ” 自 变量 为 ,部 一 部 一 0 + 一 引 


对 于 柱 对 称 ” 自 变量 为 r,t 为 一 世 一 0 v 一 wi 
9 9 


对 于 球 对 称 。 自 变 量 为 r,t 为 一 芒 一 0 9 一 ti 


其 中 i 为 < 向 单位 矢量 .六 为 径 向 单位 矢量 ,0 和 为 图 12. 45 所 示 的 角度 ,后 .分别 为 两 
个 阴 向 单位 矢量 。 
12. 25. 1 一 维 对 称 情况 下 的 应 力 与 应 变 


在 这 种 对 称 的 情况 下 ,所 取 的 坐标 轴 向 就 是 应 变 的 主 方向 ,其 自然 应 变 率 E 亦 即 变形 
速率 张 量 B 为 
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0 人 0|=B {12. 456) 


其 中 


(12. 457) 


1 _ _ 
| 

对 于 柱 对 称 + i (12. 458) 
“ “ rr 
"6E 一 折 一 把 一 0 
fa 和 == 二 
te 

对 于 球 对 称 ， 6 一 总 一 名 一 C12, 459) 
és 一 外 


当然 ,所 有 的 切 向 应 变 率 分 量 均 为 零 。 根 据 上 式 和 (12. 112) 式 , 则 在 所 述 的 坐标 系 下 应 变 
含量 的 变化 率 了 为 


, €1 [0 0 
D= {es} = I0 ee 0 C12. 460》 
lo 0 各 
其 中 
各 二 二 一 EA 
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0 一 1 十 十 Ess 一 扎 十 十 Es 一 十 于 柱 对 称 《12. 461) 


而 在 一 维 对 称 流动 的 情况 下 
Dee 
2 平面 对 称 
， de ， 下 
divy 一 wT 柱 对 称 (C12. 462) 
du 
疆 2 二 球 对 称 
又 据 连 急性 方程 ,有 
; 1 dp £ 
d = 一 二 一 。 
lvy pd 0 《12. 463}) 
综 上 诸 式 , 则 有 
一 一 人 《12. 464) 
由 (12. 456) 一 (12. 464) 式 得 到 
212_ _ 27 
TATE a ys- 9p 
5 ; _ : “idgqg_.- 12_1r 
平面 对 称 e2 一 3 一 6y 一 了 到 一 皇 二 3 0 一 3 《12. 465》 
- _ 工友， ， 18 _1p 
Be33 一 Ba 一 一 3 Br Siap— 3p 
: 2 le 12 _ a,1p 
和 
; 2 lu_.- 也 x 1p 
柱 对 称 ez 一 ea 一 外 一 3 7 3 证 3 0 一 -rs p (12, 466) 
; la xn, ,1p_1p 
633 一 €3 一 各 一 3 3 二) 一 十 
: 2 __ 220 1P2_ ,lp 
二 二 3r ts ats’p 
; ;lt _ lau_ 1p_ tt,1p 
球 对 称 em 3 Tsp™rtap C12. 467 ) 
- le _ lo_ 12_t, 18 
人 


张 量 $ 亦 是 对 角 线 形式 , 即 
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S1 0 0 
S- (8,) = | 0 了， 0 《12.468》 
i0 0 3， 
其 中 Sy ~ Zp 


. . 本 1 本 p 

S11 = 51 = Zp(€& 3 外 二 Zptel 十 

S 一 S， 一 22(65 一 10) 一 2 Ces 十 2£) 

A 《12. 469) 
Ss Sop 9) on + lie 
S33 一 53 一 2p(83 3 所) = 2r(5s 十 3 8 
Su 一 Sa 一 Ss 一 5 一 Su。 一 5 三 器 

为 了 使 连续 地 善 分 计算 能 越过 冲击 波 , 即 能 在 激 波 出 现 的 地 方 亦 可 作为 “连续 流动 
区 "进行 差分 计算 , 则 人 为 地 在 (12. 309) 第 一 式 所 示 的 应 力 张 量 三 中 引信 人 工 粘性 Cman- 
made viscosity)q, 这 时 应 力 张 量 在 所 述 的 坐标 系 中 取 成 


z= (0) = 


mn Di 
口中 | 《了 2 470) 
0 0 a 
其 中 = Pp 十 tS, 


二 由 一 一 《或 二 0) 一 一 (pp 十 9) 十 对 
gz 一 0 一 一 《或 一 0) 一 一 (pp 十 十 5 


12. 471) 
G3 二 二 0p 二 (或 二 0) 一 一 (pp 十 9) 二 5， . 
013 二 Oh 二 0 
由 以 上 诸 式 可 知 在 球 对 称 的 情况 下 省 
Es 一 6 es 一 Es 总 ， 一 Ss 0 二 (12. 472) 


12. 25.2 控制 方程 组 
由 (4.24)、(4. 56) 或 (4. 58) 式 得 知 ,在 不 考虑 热传导 和 热 辐 射 以 及 体力 的 情况 下 , 捕 
述 连续 介质 的 普遍 形式 的 方程 组 为 


dp jy = 
de 十 ediw=0 
dy _ 
Par ™ divz 
p 蛙 一 dvfz 一 Tedvz 一 工 :了 B 《12. 473) 


在 一 维 对 称 情况 下 如 上 方程 写成 (参见 (6. 40) 和 (6. 41) 式 ) 
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办 ~ 


dy 


用 一 及 二 (一 1) 一 一 (12.4741 


m= (pig) 5 十 [Se + (a — 1)Sses)] 
上 时 ,>= 工 ,平面 对 称 


其 中 ac 一 42 时 , 柱 对 称 
3 时 , 球 对 称 
12. 25. 3 ”基本 关系 式 
问题 要 求解 ,除了 上 述 药 应 力 应 变 关 系 与 基本 方程 外 ,还 需要 以 下 关系 式 ， 
1. 流体 静 压 力 


流体 静 压 力 的 取 法 很 多 ,如 在 $12.18 中 所 述 ,但 在 M,L. Wilkins 的 程序 ( 见 Wilkins 
NM L, Calculation of elastic-plastic flow, LCRL-7322 Rev 1) 中 取 成 


p=AD) 二 BTYe ， Pp 半 3Y, (C12, 475) 
其 中 
[A 一 bt 1) 十 bat 一 1 十 ba 本 1)3 
i 7) = 7 《12. 478) 
= p/p 


为 初始 密度 ,Y, 为 材料 简单 拉 伸 时 动 载 初 始 雇 服 强 麻 ,7 二 均 为 常数 ,当然 ， 
为 了 精确 计算 ,在 计 及 硬化 作用 时 了 亦 可 取 成 随 上 等 变化 的 函数 。 

2. 人 工 粘 性 项 g 

人 工业 性 项 通常 有 两 种 取 法 :一 次 型 和 二 次 迎 


， dr Xe . 
ICrapl 二 ar ,< 0 5 
一 次 型 gq=1 | > 时 (12. 477) 
10 在 其 他 情况 下 
r di!? de . 
Cp | 和 A , 当 泽 : 
二 次 型 g 1 ME a “<0 各 2p 之 0 时 (12. 478) 
0 在 其 他 情况 下 
其 中 Cu ov 这，a 为 局 部 音速 ，C。 ~ 2。 
3. 此 服 条 件 
届 服 条 件 一 般 使 用 密 赛 斯 准则 , 据 (12, 200) 式 和 (12. 208) 式 有 
轩 十 如 十 加 一 羡 (fo2 一 氏 (12. 479) 


全 当 罗 所 0, 则 按 (12. 465) 式 所 求 得 的 S15S;.5; 就 是 真正 的 应 力 偏 量 ， 
名 当 宅 半 0, 风 由 (2.469) 式 所 求 得 的 S1、5,.S; 必须 修正 ,将 所 求 得 的 诸 5, 统统 乘 以 4， 
即 
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业 A 


I=SA ,B=SA ,8 = 5A 
4 ER i 《12. 480) 
所 得 到 的 3 .3 .5 则 为 实际 的 应 力 偏 量 。 

12. 25. 4 方程 的 变换 

为 了 计算 方便 ,特别 是 为 了 准确 地 描述 分 界面 ,将 原 按 空间 坐标 描述 的 方程 组 改换 成 
物质 坐标 描述 的 方程 组 。 

1. 引进 物质 坐标 

物质 举 标 ,一 般 使 用 质点 的 补 始 空间 位 置 的 坐标 ,正如 本 书 在 前 面 所 做 的 。 然 而 在 一 
维 问题 中 ,为 了 方便 往往 使 用 质量 坐标 m 作为 物质 坐标 .这 时 质点 轨迹 的 空间 坐标 > 和 质 
点 速度 zx 则 作为 mx 和 :的 函数 , 即 

| 一 rmt ， n= mr 下) 


tw = F(t) 一 过 | 《12. 481) 
其 中 , mm 定义 作 
wi joa (12. 482) 
式 中 nn 一 r(0,) 一 为 质量 zm 一 0 的 那个 质点 的 轨迹 
从 (12. 482) 式 得 到 
Ea (12. 483) 


2. 将 控制 方程 组 化 成 物质 坐标 档 述 
更 换 方 程 中 的 自 变量 ,由 空间 自 变量 r,t 变 成 物质 自 变量 mw ,i, 利用 如 下 关系 式 : 


2_ 9mm_ id dd 了 
mn hn dt 册 
可 将 方程 组 C12. 474) 式 改 成 物质 坐标 描述 ， 
Be dtr tn) 
Er fd 
即 
a ar lz) 
yy om pa (C12, 484) 
= 天 十 全 mr (ae 一 1) 《12. 485) 
oe - 。 
pn? 到 一 Y[LSe t (eo 1)58] ~ (P+) (12. 486) 
在 如 上 诸 式 中 
7 一 六 ， p= Pn) ,0 = plm,0) (12. 487) 
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12. 25.5 ”差分 计算 方案 
1. 期 分 物质 空间 ( 即 质量 分 割 ) 
为 了 差分 计算 ,将 物质 空间 分 成 若 于 个 点 , 设 i 为 任 一 个 分 点 的 标号 ,两 个 分 点 之 间 
的 质量 为 Am。 对 于 第 7 点 与 第 7 十 1 点 之 厨 的 质量 为 Am,13，, 由 (12. 482) 式 并 考虑 到 质量 
守恒 ,得 到 如 下 近似 式 ， 
Amy#2 = [pear 一 [er 


2 站 + 一 1 A POLO Cr 一 7) 
或 者 近似 成 
an 人 ordr = 人 or" dr 


~ OL) — J OL — (0) 


请 注意 ,在 本 节 和 下 节 中 , 由 于 将 微分 化 成 差分 ,所 以 在 表示 物理 量 的 字母 的 右上 角 
呈现 了 表 款 不同 时 天 的 上 述 ， 是 几 在 字母 的 右上 角 标 有 “0”、 或 者 标 有 含 “m” 的 项 (如 为 n、 


n 十 二 …) 则 为 上 标 , 不 然则 为 指数 。 
由 如 上 两 趟 和 CGI 487) 式 得 出 两 种 式 近 似 式 
AmrI + 
CD 一 Vrs (r+1 — 7) C12. 488. 1) 
和 和 
(A) 一 人 (12. 488. 2) 
Am 2 [ri)" — Cr)°] 
其 中 


ri+tl 二 Cr —r) ， f=0 
PH = Pmt) » Pt = plmrlst) 
Domi) ， 本 一 PKmaryt 
ri rn) TH Tmt) 
rr 一 Tt ry 一 rim, st) 
在 如 上 请 式 中 ,上 标 “n” 表示 从 上 = = 0 算 起 的 第 n 个 时 刻 , 即 2 = 
2。 将 徽 分 方程 尼 成 差分 方程 
将 微分 方程 中 的 偏 导数 对 时 向 和 物质 坐标 作 中 心 差分 ， 
中 将 运动 方程 (12. 485) 式 在 点 (j,n) 作 中 心 差分 ,给 出 
wt 一 wt 秆 [op — a) 11+ (a— DH'Ar (12.489) 


其 中 
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[ap 2 = 
Ap 一 
| 
| IE rv | 
2 六 (7 十 可 ) | Bin | dot) Np! 
(12. 490) 


r 


| = {— (p+ g 3) + Sr 


[ei = {— cp + ed) + el 
在 上 式 中 9 本 应 取 成 y, 但 为 了 列 出 显 式 差分 , 故 取 作 六 -2 ,这 样 精度 也 降低 一 级 ， 


~ 


12. 46 
如 上 对 速度 的 计算 ,新 涛 虑 的 是 内 点 。 如 果 所 考虑 的 了 点 处 在 边界 上 ,网 在 形式 上 仿 
同 内 点 做 法 ,但 实 有 差别 .具体 地 ; 
a， 设 点 了 处 在 内 自由 边界 上 , 即 
了 一 J 


儿 为 内 自由 面 上 的 质量 分 点 标号 ,如 图 12. 46 所 示 , 设 在 1 点 之 内 存在 着 点 (J 一 1) 和 
(J 一 方 ) 等 虚 网 格 点 ,在 这 样 的 点 上 令 


的 二 一 0， 《oo 
(当然 对 其 左边 为 上 型 的 如 上 最 后 一 式 , 亦 有 其 他 取 法 ,这 里 从 路 ) 
现在 点 (n,J1) 上 对 运动 方程 作 中 心 差分 ,根据 上 式 , 则 给 出 
wz = 十 [rt]+ (a — De A 《12. 492) 


其 中 
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1 1 
疗 一 二 了 | n 
1 2 1 V+ 


1 《2034 一 《gz)3 1+} 
盟 
1 到 (3 十 区 ) 


《12. 493) 


| 
他 “由 十 


b. 设 点 了 在 外 自由 边界 上 , 即 
了 一 J 
J 为 外 自由 面 上 的 质量 分 点 标号 ,如 图 12. 46 所 示 。 设 在 J 点 之 外 存在 着 (J 十 1)、(J; 十 
立 ) 等 虚 网 格 点 ,在 虚 网 点 上 。 令 


后 二 网 
。 。 1 伙 。 » 1) 《12.494) 
[ C0)3.41 本 (7 疝 J 王 [C02 一 《5 条 -了 ]| PF), 
《 同 内 自由 边界 一 样 ,这 最 后 一 式 亦 有 其 他 取 法 ,这 里 从 略 》 
在 点 (n;Ja) 上 对 运动 方程 作 中 心 差分 ,根据 上 式 , 则 给 出 


1 


wr 一 二- 二 十 [03.3]+ (一 了 网 hr (12. 495) 
£ 


(01) 下- oo (12. 496) 
好 ] 
* Ee To + 19,1) 六 
c. 如果 点 了 处 在 固 壁 , 即 了 = 了 ,其 了 为 国 辟 分 点 标号 ,这 
I 这 一 0 (12. 497) 
加 对 于 质点 的 运动 轨迹 方程 (12. 481) 式 , 在 点 (n 十 立 , 力 作 中 心 差分 , 则 有 
六 一 用 te ?Apt (12. 498) 


人 对 连续 性 方程 (12. 484) 式 在 tn 十 地 二 ,十 立 ) 点 作 中 心 差分 ,同时 为 了 更 好 地 近似 
于 对 称 情况 ,在 关 分 式 中 增加 了 一 个 修正 项 ， 即 有 


VV + A z， 


自 
Dal eT — wih) 


十 六 一 De 一 26 | 《12. 499) 


其 中 ( 训 ) 4 按 (2. 488.2) 式 计算 ,而 67 取 作 


1 n+ 2 
Gf 一 7 ut) Ca (12. 500) 


多 应 力 偏 量 的 计算 。 根 据 (12. 469) 、(12, 458) 和 (12. 487? 式 ,应 力 偏 量 写 成 
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AT 


(12, 501) 


Wy 

a 
35 VV 
加 


/7 


将 上 式 在 bx 十 亏 , 十 二) 点 作 中 心 差分 , 即 有 


391 nt 一 1 
人 7 十 车 Ai 二 


《 


Aa ,+ | | a 
出 9 AS 一 (52) ,41] 


1 Ne nl wt 几 
n+ 十 FT _ 
《6 ) 二 ) 2 一 一 I 

了 中 -+t 十 富 


二 十 n+ | ; 
(6a) 一 (了 = 


dV nl a 
Cr 一 二 本 od 一 Vj) 
VV 

将 如 .上 诸 式 或 者 由 这 些 式 子 的 计算 结果 代 进 (12. 501}) 式 中 ,得 到 


1 :+1 7 了 


dr 二 二 nm 十 工 
(pn * A 2 


六 

时 

中 
- 


(SH = (1),3 + 2¢ 


4 _ {12.502) 


a 二 上 
CE A 


(9 = (3033 十 2 于 六 


1 
Lo 


利用 应 力 偏重 第 一 不 变量 为 零 , 即 S; 十 S: 十 S; = 0, 则 由 .上 式 求 得 
(S31 一 一 [CS 二 十 (C52)043] 《12. 503) 


辐 对 于 (2.477) 和 (12.478) 式 所 示 的 人 工 精 性 a 在 (x 十 pi 十 二 ) 点 作 中 心 差分 。 


m4 小 十 革 十 
当 :z 之 和 7 二 7 时 , 取 ， 


nm 二 二 二 二 。 二 nil 
qr = Ca ?一直 | 《一 次 型 (12. 504. 1) 
或 
| 1 1 Li 1 器 二 一 
t= Co DTC 一直 12)? (二 次 型 (12. 504. 2) 
内 1 用 4 得 ， 
当 : wr 之 2 和 VI 和 < YA 的 条 件 不 满足 时 , 取 ， 
二 二 
qf =0 《12. 505) 
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加 对 能 量 方程 (12. 486) 式 在 Gn 十 工 , 十 二 ) 点 作 中 心 差分 ,给 出 


站 n ~- - 。 r+ 二 #4 十 之 5 十 十 十 n 
CH 一 Pri 十 ‘VLS,e 十 fa 一 1)S,e,1},, "AF +3 十 《<p 十 OAV 一 人 1) 


i+ 


而 pot? = Zp 十 六 2), 叉 据 (12.475) 式 : 记 一 4() 十 BOY)e, 于 是 有 


PY = A + BFE Wy 


于 是 根据 以 上 式 ,整理 后 给 出 


tl Perl [六 (全 让 十 5 了) 十 9 oy 一 及 447 十 襄 十 启 
ff ,1 三 0- 
了 1 ra- i 
: P+ EV ~ V4) 
《12. 506) 
其 中 
二 站 一 AD， Biri = BOY) 
风光 CS Ky 说 ， Ac (12. 507) 
DEC 
流体 静 压 在 点 (4 + 1,7 + 广 ) 处 取 值 , 即 有 
Pl = A + Borris (12. 508) 


命 届 服 条 件 , 由 012.5027、(12.503), (12.479) 和 (12. 486) 式 ,可 以 求 得 在 点 (ni 十 1,j 
+ 二) 外 的 多 和 4 即 


2 = 57 + S21 一 oY (12. 509) 


= 2 3 ZY SY i S52 + Sr (12. 510) 

如 果 + 才 0, 则 由 (12. 502) 和 (12. 503) 式 所 求 得 的 应 力 偏 量 即 真 正 的 应 力 偏 量 。 

如 果 4 > 0, 则 将 (12.502) 和 (12. 503) 式 所 求 得 应 力 偏 量 都 乘 以 (12. 510) 式 所 示 的 
A 即 


SONY = A SMI CS = MS 
(12. 511» 


| C507 一 一 TSD + (8.141] 


[Rb 


所 求 得 的 5, .3;,、S, 便 是 在 点 (x 十 1.7 十 羡 ) 处 的 真正 应 力 情 量 。 
接 照 如 上 所 列 的 顺序 , 即 从 式 (12. 489) 至 人 2. 511) ,在 前 一 有 时刻、 前 一 点 的 物理 量 已 
知 的 情况 下 , 便 可 求 得 下 一 时 刻下 一 空间 点 上 的 诸 物 理 量 ， 
时 稳定 性 
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为 了 保证 计算 的 稳定 性 , 在 空间 步 长 已 经 确定 的 情况 下 ,时 间 步 长 A 不 能 任 取 , 它 要 
根据 空间 步 长 来 确定 .在 前 一 时 刻 的 时 间 步 长 41"*? 已 知 的 情况 下 ,下 一 时刻 的 时 间 步 长 


Mt 取 作 


《12. 312) 


其 中 4a. 一 一 局 部 音速 


i0 ,CD 宇 0 时 


| 
ly Ar oy ,ov 之 0 时 
(其 中 Ary = 一 2) 
如 若 按 (12. 512) 式 所 求 得 的 A+ > (1, Da , 则 下 一 时 刻 时 间 步 长 Ar 取 作 
Art? 0. DA (12. 513) 


12. 26 ”二 维 弹 塑性 流动 的 数学 表述 与 数值 计算 方案 


本 节 所 儿 的 二 弹 塑 性 流动 的 孝 慎 计算 模型 正 是 HEMP 模型 , 它 有 如 下 的 特点 ， 

(1) 采用 拉 格 良 自 观点 处 理 微分 方程 的 差分 ， 

(2) 弹 逆 性 流动 ; 

(3) 自然 应 变 ; 

《4) 显 式 差分 格式 

《5) 材料 可 以 为 多 屋 介 质 { 包 括 炸 药 屋 在 内 }; 

《6) 可 以 处 理 流 体 屋 和 国体 层 之 间 的 滑 移 ; 

《?) 处 理 的 问题 是 二 维 的 (平面 对 称 或 者 轴 对 称 ) .不 定常 的 。 

实际 上 许多 问题 都 可 归 嫩 为 二 维 的 ,所 以 它 可 成 功 有 效 地 解决 许多 问题 , 丛 是 该 模型 
又 在 发 展 改进 ,已 经 出 现 了 三 维 的 HEMP 模型 ,如 HEMP3D 以 及 许多 新 的 大 型 完备 程 
序 。 然而, 不管 模型 的 改进 和 最 新 发 展 如 何 ,HEMP 模型 仍 是 它们 的 最 重要 的 基础 之 一 ， 

12. 26. 1 基本 方程 和 基本 关系 式 

1. 符 号 

zs: 分别 表 示 质 点 轨迹 的 轴 向 和 和 低 向 (或 y 向 ) 的 坐标 分 量 。 

io ;分 别 为 轴 和 vr 轴 向 的 单位 矢量 ， 

“…”: 表 示 随 蛋 导 孝 ( 缉 物质 导数 )。 

于 奈 “=”: 表 示 时 间 间 吗 数 ,如 “人 ”表示 从 开始 到 第 个 时 间 间 隔 的 时 闻 。 

5 家 示 畏 教 尺 在 上 时 肇 的 值 。 

SrvSms3wste :分别 表 示 应 力 偏 量 张 量 的 轴 向 , 径 向 、 角 向 分 量 , 和 (Cz,r) 平面 上 的 切 
向 分 量 。 
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Ever eye :分别 表示 应 变 张 莉 的 轴 向 、 径 向 , 角 向 分 量 和 (zyr? 平面 上 的 切 向 分 量 。 
V 一 多: 相对 比 容 ;m, 参 考 密度 ,", 比 内 能 ;w: 剪 切 模 量 、 


其 他 常用 符号 在 此 不 一 一 列 指 。 
2. 质点 的 运动 轨迹 民 , 速 度 V、 加 过 度 a 
在 这 种 二 维 对 称 的 情况 下 ,Ry.a 分 别 为 


R= xi+rr, 
| 《12. 514. 1) 
一 ?一 真一 过 十 rr 
3, 基本 方程 组 ，; 
V_a rr 
VY Dr + 如 tp 六 
- 人 Br Ze 
A a + th r 
4 3 xr C12. 514. 2) 
rr Tm Tr Om 
my ta th 
PE 一 一 (p+ OV VE 十 Ser 十 Zretss 十 BSwew) 
8 二 0; 为 二 维 平面 对 称 情形 
8 = 1; 为 二 维 轴 对 称 情形 (参见 (6. 40) 式 ) 
4， 基 本 关系 式 : 
or 二 一 ( 轧 十 四 十 9 {12.515) 
ow =—=— (p+ 9) + Se 
: 人 
IE pi 里 Er 一 六 
. ] 下 x 《12. 516) 
rr | 小 
5 一 Er ota) 
_ 1Y 
Sos — Zp 6 3 六 | 十 6 
oe - 1Y 
5 = 2 — 3 ) 二 6- 
1 《12. 517) 
. VY 
5 一 二 可 
rw 一 2pEr 十 人 
Am: 前 切 模 量 


在 这 里 四 .8 8。 是 由 于 考虑 到 质点 ( 质 团 ) 族 转 所 导致 的 附加 项 。 
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A 省 一 lim 一 一 Adr 全。 一 lim ar 


Br—=D 和 A ， 一 日 了 
Dy 一 Sr , 

AD,, = Leos(2Aa) 一 于 |] 一 resinf2aca) 
Sr Sr . 

aA6_ 一 5 [Leosf2aAea) 一 1] 十 rrsinf2Aa) 


s 5 《12. 518》 
A 一 ru [cosf2aco) 一 1] 十 ee sin(2Aa) 


由 上 给 出 的 具体 关系 ,可 以 推出 5...5,.5。 的 表达 式 , 但 由 于 我 们 的 目的 是 做 数值 计 


算 , 需 要 的 正 是 A3..、A8,.A6, 故 不 给 出 8., 等 的 表达 式 。 
一 中 及 一直 十 二 在 一 下 二 5 入 一 1] 十 环 生 -42.519) 


0， V3> 时 
og 二 和 , 《12. 520) 
CemAIV 2 
| ，Y< 0 时 


其 中 ; 记 . 且 . 呈 疝 为 常量 ;C5: 人 工 粘 性 系数 ;4: 盖 分 计算 的 网 格 面积 。 
密 赛 斯 屈服 条 件 ( 兄 (12. 211) 式 ,为 表述 方便 ,将 原 式 中 的 Tip 改 为 .万 


本 


2 一 4 十 如 十 Sg 二 2 攻 了 : (12. 521) 


7o: 在 材料 没有 强化 时 , 它 为 常量 ;假若 有 强化 , 它 作 为 应 变 能 的 函数 , 当 材料 发 生 熔 
化 时 它 取 作 堆 。 

如 果 如 上 不 等 式 破坏 , 则 将 所 求 得 的 5,,、S,、Sw.rs 统统 匀 以 4, 将 其 结果 作为 真正 
的 应 力 偏 量 。 其 中 


| 
4 一 人 EA 十 S25 十 5 知 十 2752) 


12. 26.2 ”差分 计算 方案 

在 二 维 差分 计算 中 ,需要 事先 将 (z,r) 平面 纵横 分 割 成 若干 个 四 边 形 小 面 元 (z 向 分 
割 线 编号 为 7; r 向 分 割 线 编 号 为 旭 ,每 个 小 面 元 则 代表 一 个 “质点 ?这 个 “质点 ” 在 运动 
中 形状 在 不 断 变 化 , 原 为 四 边 形 以 后 不 一 定 保 持 , 但 作为 近似 计算 我 们 扔 假定 它 为 四 边 
还, 只 是 形状 改变 轴 了 , 即 由 四 边 形 的 四 个 顶点 ( 结 点 ) 就 次 定 了 该 “质点 ”在 某 个 时 刻 的 
位 置 .因此 , 必须 求解 结 点 的 运动 , 必须 把 结 点 亦 作 为 一 个 “质点 ”, 现 以 一 个 结 点 (如 访 
点 ) 所 邻接 的 四 个 面 元 的 对 角 钱 所 图 成 的 面 元 来 代表 它 。 求 结 点 运动 的 差分 计算 就 在 这 
样 的 面 元 上 进行 。 网 格 划 分 如 图 12. 47 所 示 。 


1. 随 体 导 数 下 的 差分 计算 
按 中 心 差分 
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一 (12. 522) 


其 中 ， At 才 一 fl 一 加 

2. 空间 偏 导 数 的 差分 计算 

将 微分 方程 在 四 边 形 的 面 元 上 作 差 分 , 若 按 线性 中 心 
差分 则 太 粗 略 ,现在 使 用 面 差分 ,这 样 就 需要 引进 积分 形式 


的 篇 微分 定义 。 
aF Fn * ids _ Far 
Br lim 4 limA 
A A—0 
a 用 12.48 
Br limA limA 
A 的 


其 中 
4 ;为 面 元 面积 ; 
C :为 面 元 的 边界 线 ; 
2 为 C 上 的 线 朋 微 元 ;5: 为 C 的 单位 外 法 线 矢量 ， 
;为 C 的 单位 切 向 矢量 , 殉 图 12. 48; 
i 为 向 单位 矢 最 ;所 ;为 + 向 单位 矢量 。 

空间 偏 导数 在 面 元 上 作 差 分 ， 

CD 已 知 四 边 形 四 个 角 点 上 的 什 及 其 坐标 ,或 其 中 心 8 
点 上 的 偏 导 数 ( 参 见 图 12. 49) ; 

aF| | 

drls 站 


至 


Fdr 
取 : | <。 炎 
“ ax 也 过 


中 zdr= 三 Edr + [Pdr + |_ Pdr + [rar 
[ey 13 中 号 3 1 


一 Fl re 一 1) 十 Fr 一 


ro) 十 Fy,(r, 一 rr) 十 Fulr 一 7 
[本 PT PvPa = TFs + Fs) 
2 2 
其 中 ， 3 1 1 
Fa = TB, + P,Pa— LF,+ F) 
喜 有 
ar| = [CF Fr CO— ry 十 (一 下 Cr 一 3)] (C12. 523) 
ar a 24-~ 3 4 3 1 3 1 4 2 
同 理 
3 了 dz 
由 |5 4 


一 一 zaL(Fe 一 Po(m — x) 十 Fs — Fi) Cr, — ra)] 


(下 标 数 字 表 示 在 各 点 的 取 值 ,如 表示 下 在 * 点 1” 上 取 值 ) 


(12. 524) 
二 已 知 : 点 工 JIE R 的 坐标 以 及 与 点 BCzi,ri) 相 邻 移 四 个 四 边 形 “中 心 ” 上 的 下 
信 (Po、Pa、Fe.Fe), 求 点 B 上 的 各 | 和 2 | ， 则 有 (参见 图 12. 50) 
于 了 一 za [fors 一 ri》 十 Lotry — rr) 二 Fe (ri — ra) + Foalri 一 rr)] 
| 至 _ 
Hp 


一 za [Poke 一 工 1) 十 了 四 Cr 一 Xr) 十 二 加 《1 — Ty + Fatzs — z1)] 


C12. 525) 
ji】 | 1 


国 ]2. 50 
3. 四 边 形 的 面积 计算 


已 知 四 边 形 1 2 3 4 的 四 个 顶点 坐标 ,网 图 12. 51, 求 该 四 


边 形 的 面积 ,对 于 其 中 的 三 角形 “Al 2 4”, 它 的 有 向 面积 及 
面积 分 别 为 ， 


1 
业 = on x Ts 


册 一 le 一 Tr 一 ZX1) {rs ~ r1)] 


图 12.51 


《12. 526) 
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对 于 “A2 3 47， | 


44. 一 六 ra X ra 


4 一 3 [Cr — Xa) ra — Fra) — (za — Ta) rs — ry) | (12. 527) 


四 边 形 1 ?2 3 4 的 面积 A， 
4 一 4 十 4 一 [ze — Tra— rn) (rr) Cm) (2.528) 


4. 丰 对 比 客 了 
我 们 的 数值 计算 是 在 (x,r) 平面 上 的 那些 分 制 面 元 上 进行 ,对 于 平面 对 称 , 这 种 面 元 
(实际 上 是 单位 厚度 的 “ 体 元 ”) 在 运动 中 其 质量 是 守恒 的 :对 于 轴 对 称 情形 , 它 实 际 上 是 
”以 这 个 面 元 为 截面 .以 xz 轴 为 对 称 轴 的 圆 环 (* 体 元 ”) ,其 质量 是 守恒 的 。 
. 现在 就 根据 这 种 守恒 来 求 面 元 的 相对 比 容 V， 而 微分 形式 的 连续 方程 则 用 来 计算 Ew， 
或 作为 计算 检查 之 用 。 


也 平面 对 称 
设 面 元 的 质量 为 时 ,条 pp4 = M = const 

7 一 你 4= (a+) 《12. 529) 
全 辅 对 称 情 形 


设 体 元 的 体积 为 V' ,质量 为 好 (在 这 里 7” 和 并 与 三 正 的 体积 和 质量 均 莽 一 个 2 
子 )。 
V" = Ar An, il 了 十 户 士 ro)， 广 一 3 十 天 十 mr 


因 "=—M ,VV= 人 
故 
0 一 一 
一 | 各 | CA + Ayrs) 
一 1 上 Cr 十 十 7T) 村 十 tr 十 re 十 rd (12. 530) 
5. 关于 sw 的 数值 计算 
据 连 续 方 程 (对 于 轴 对 称 ) 
VY 
adr 二 中 - 十 r VY 
A . . . . 
面 a 3aL Ci — 2 rs — 7) 十 《zs 一 ZT1) (rs 一 ro)] 
芝 | 二 一 yl — rr 一 五 十 (一 六 (Cr — re)] 
再 据 Q12. 530) 式 以 度 (12. 527) 式 及 下 式 
Sg = 7/r 
则 推出 ， 
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4 
rr CA A Cr + Mars 
但 由 于 太一 声 二 人 0 
E 汪 A 十 A 
多 ”Mr 十 dr 
12. 26. 3 ”差分 计算 的 代数 关系 式 
如 下 只 考虑 更 有 意义 的 二 维 弹 电 性 流动 轴 对 情况 的 差分 计算 。 


所 以 


巍 12. 52 


i. 钻 点 (网 点 ?速度 
计算 参见 图 12. 52 ,将 (12. 514. 2? 式 的 运动 方程 变 成 差分 , 则 有 


二 一 Leo a0 一 所) 


十 (C02 ) 8 ry 卫 ) 十 《0 一 卫 》 
一 《DG Oo TO oT — Th) 


— Co eo 一 大 启 十 入 


- . A 
Pt i 二 [oor — oi) 
2 


出 


二 (oar 一 区 ) 
+ (oor — x ) 
十 (ee( — x) 
一 (0 一) 
一 (rg 一 入) 
— {matrh CO— 
a 0)] AP .Bo 


(12. 531) 


(12. 532) 


(12. 533) 
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| fT 了 A” 国 ， ' 
| 十 Lm 8) Ty | + | $i] 《12. 534. 1) 
» li | a 可 名 
i 4 om! Vr 图 ty sg vA | 
在 这 里 使 用 了 质量 守恒 ， 
Cadre 一 Mo 《12. 534. 2) 
2. 娃 可 坐标 


结 点 作为 质点 , 它 椒 同时 刻 处 于 不 同 的 空间 位 置 , 即 具有 不 同 的 空间 坐标 、 将 
(12. 514. 1) 的 第 二 式 差 分 , 则 可 计算 结 点 C5) 在 "tt! 时刻 的 坐标 


pl 1 
Th 二 十 TH2 + ts 


pA C12. 535) 
3 两 烙 面 积 (对 于 尾 一 个 网 格 , 如 图 12. 53 所 示 的 第 i 个 网 客 ) 
4 一 二 [zi 一 人 DG 一 人 
| — ~ 一 C12. 536) 
A [a A) 一 从 
. — Ca A) 1) Jo 
A5 二 A 十 翅 
一 壮 [GD 1) 
+ C1 — 2 ) 0 7) jo (12, 537) 
12. 53 
4， 相 对 比 容 
Vy = 让 他 ee FA 
+t or tr + A ]o (12. 538) 


5， 人 工 烙 性 (这 里 只 写 出 二 次 糙 性 ) 


1 0 当 V 实 0 时 


qt 一 CS on A Vy n+ 所 
L | yl 。 
it 20VH — VE 
, i 一 
其 中 ， ‘vo (VE + VDA 
6, 应 力 偏 量 
将 (12. 516) 式 的 左边 按时 间 差 分 .右边 按 空 间 面 差分 , 则 给 出 
z 十 寺 _ 。 
(Me)H? = 一 Ta) rs — m1) 一 《zs 一 了 OKra 一 r) 3 
3 
1 Apn+ 二 ， 。 ， - 二 上 
(CA)H2 一 一 一 [rs 一 74) x 一 了 1 一 (ras 一 站 ) (za 一 站 辐 了 
?4 时 3 
4 2 
nd dr 十 Pi na 二 二 
Cad =| 十 和 二 外 | “人 
(Ae dHE = A (0 FO 1) A) ry +)] 
zr 4 二 2 4 3 1 3 1 
{xs 一 Ta) ra — Xx) 一 (Ts 一 ZT1) CXs 一 rd 
' AV nl 2 时 1 一 Vo 
VV 'p TY 对 十 Vp 
1 
2ADHE = rr 
248 
二 [人 zs 一 二 (zs — x) 一 (一直 (zs 一 站] 对 
CAV.) b= (= 一 Ss cos(2A0+ ) 一 ] 一 r,sin(2Ao"t?) ) 
(AB 有 一 一 《AGO 
| as) 一 [ee[costzawr 一 1] + 一 rsinC2aet 和 上 
， ,tl 
(S20)8! = (S52)b+ 2 sy 一 | 全 | | + (A )E, 
L 3\V © 
上 1 st 上 
SH! 一 《Sr | + 工 | | AS 
(SH! = (SJb+ 2p! (Ae,) 3 | | ot (5b 
了 1 
(dw)! 一 一 {Sw} 由 十 28| (AE) "+t __ | 竺 | 
L 3 


(TY! = (rs)b+ Zu(Ae YEY ?+ (M8) 
7. 层 服 条 忻 


(12.539) 


(12. 540) 


(12.541) 


{12. 542) 


C12. 543) 


(12. 544) 


J 一 (55 十 5 十 于 十 2051 
如 车 271? SY 时 ,如 上 算得 的 应 力 仿 量 不 变 
如 着 2J 时 ! 汤 和 时 , 则 将 奶 上 求 得 的 (3 候车 05So) 革 Co) 导 : 统 乘 以 了 7 
~ 3781，, 所 求 得 的 积 作为 真正 的 应 力 偏 量 。 
8. 能 量 
tre — | 二 CE + p+ (Vtl Vr) 十 Zr 二 
et! 一 (12. 545) 
Fo 十 六 可: 本 《7" nm 十 _ TY) 
其 中 (其 实 五 就 是 (12. 475) 式 中 的 4 ,为 避免 混淆 而 改 为 召 ); 
一 ， 加 1 "n+1 
= | 如一 1 十 &| 击 一 1| 十 如 [| 击 一 1 | 


他 


By = 
AZHY = VE ILS, + Aess 十 Sr + Me + Swe * Aew 十 2rw » Aew J i (12.546) 
9. 流体 静 压 
pH! = HE!+ BE!:o! (12. 547) 
10. 全 应 力 
(oY! = (SH 一 (pt + gtiyo 
(oH! = (SD! — prt 十 giyo (12. 548) 
[oH 一 《Sm 对: 一 【加 + 十 on 和) 
12. 26.4 边界 结 点 的 数值 计算 
如 上 对 网 格 结 点 藉 的 计算 公式 仅 适 用 于 正常 的 内 点 ,对 于 各 种 类 型 的 边界 结 点 需要 
特殊 处 理 ， 


图 12.54 
1. 工 轴 为 固定 边界 
在 轴 对 称 情 况 下 , x 轴 当 然 为 关 定 刚 壁 (在 平面 对 称 的 情况 下 ,假定 运动 在 上 尘 个 平 
面 中 进行 )。 
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假定 结 点 天 外 在 z 轴 上 。 现 以 z 轴 为 对 称 开 折 ,使 之 这 个 边界 点 变 为 "内 点 ”如 图 
12. 54 所 示 , 即 在 z 轴 的 另 一 侧 对 称 地 构成 两 个 假想 的 网 格 : 急 和 包 , 并 令 这 两 个 琴 格 上 
的 物理 景 满足 如 下 条 件 , 即 ; 


(om = (a) (fs = (oi) 
Tm = (Ti 《一 【人 
(和 机 名 《12. 549) 
一 0， 
rr + [一 工 1 


将 (12, 549) 式 代 进 (12, 533) 式 中 则 给 出 
2 入 {Loo Cg 


一 


i=0 
C12. 3350) 
注意 , 因为; tr)g 二 一 (roy(r)e@ 二 一 他 )@， 所 以 据 (12. 534.2) 式 有 
Bi NM nM A 
pA’D 一 一 (A: (0A2® 一 一 (o4)@ 
其 中 
0 4n A” _, - 
入 一 [人 oo+ (人 (12. 551. 1) 
1] i A | _ 
+ ye (12. 3551. 2) 
2. + 轴 为 国定 这 办 
与 上 面 的 做 法 一 样 , 仍 按 对 称 开 拓 ,使 边 点 变 为 “内 点 ”, 抑 图 12. 55, 即 有 ， 
rm 二 ri， XI 一 = TI xh 
(oD = ys (Te = (0) 
(oi) = ow Com)e = (Co)a, 
(Tg = (ro (the = ~ (tt)@ 
Moa= Mo ,， Mgs= Mg 
| = 人 0 
~ Bo OT Tr 一 98 
A 内 十 ar 十 r 
将 如 上 方程 在 所 示 的 区 域 上 差分 , 则 弟 出 ， 
交往 ([(oDo 一 (net 一 芒 ) 
+ 
(Tr Cr r 上 
一 一 三 十 《12. 352) 
其 中 ， 
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图 12, 55 
本 | 十 | V 


“| 


{Lo — CCA MM) Je + Las ~— eh) (AM) Je! 


(12. 533) 


3. 在 工 办 上 的 扬 南 点 旋 
工 轴 为 固定 边界 , 恋 点 右 邻 为 真空 , 求 点 姑 的 运动 的 做 法 基本 如 上 ,所 不 同 揭 是 在 右 
边 真 空 区 任意 划 定 一 个 四 边 形 , 然 后 ,再 以 z 轴 和 作对 称 开 拓 使 之 所 要 求 的 点 基 成 为 “内 
点 ”, 见 图 12. 55。 不 过 要 假定 真空 区 除 几何 尽 度 外 ,一 切 物理 量 都 为 零 ( 须 特殊 处 理 的 除 
外 )。 
对 于 上 自由 而 之 外 的 假想 网 格 , 令 
{t=0 ; My=0 ， pa=0 


这 样 做 会 使 | 之 | 党 | ] = 号 ， 现 将 这 个 不 定 值 取 作 


A ! A 
[和 )] ,一 [二 入 ]] 
将 如 上 这 些 结果 代 进 (12. 533) 式 , 则 给 出 


0 


i Le — 7) or 二 Ar 
2 


C12.554) 
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-人 
| 2 《12. 555) 
名 一 EAA 
4, 在 r 轴 的 授 角 点 旋 
* 轴 为 固定 边界 , 蕉 点 上 方 为 真空 ,做 法 同上 ,以 > 轴 作 对 称 开拓 ; 见 图 12. 57。 这 样 便 


图 12. 57 
求 得 ， 
二 人 入 [eee 一 x) 一 
— (Te tA. (12. 556) 
2 志峰 
1 
= PAA) 
| 4 ® (12. 557) 
Bi — Los — oy) CA"/M) lo . 


图 12, 58 


5 自由 面 上 前 结 点 
设 结 点 庆 在 自由 点 上 ,我 们 在 真空 区 任 划 两 个 四 边 形 , 克 图 12. 58。 在 真空 区 除了 几 
何 尺 度 外 ,一 切 物理 量 均 为 零 。 由 (12. 533) 式 风 纵 出 ， 
r n 
tl i 入 [oe + eh 
4 一 (全 和 ( 玫 一 确 ) 一 (te@( 芍 一世)] 十 2- 忆 
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4 站 六 a 

] ri ?2 Sr? 二 > 2 入 [ea 【一 (12. 558) 

4 一 (Tt) eo ee. A 

其 中 
细 一 地 [(pA"/V")g + (A/V")g] 
oli _ 
入 2 cl. 559) 
“ 1 3 1 
所 一 地， 1 
图 12.59 
6 自由 面授 角 点 


设 请 点 为 自由 面 扬 角 ,我 们 仍 在 真空 区 任 划 定 三 个 四 边 形 ( 见 图 12, 59), 使 认 变 为 
“内 点 ”。 下 533) 式 给 出 ， 


一 ET gs A a A 
2 


= ee 0) a 1 A 
(C12, 560) 
其 中 
[=p 
a= [A /NM Js (12. 561) 
By = [gs ~ o%) (A°/M) J 
7. 滑 移 分 界面 


在 两 种 介质 的 分 界面 ,如 流体 与 流体 ， 流体 和 国体 之 间 多 许 滑动 邵 界 面 两 边 的 介质 
之 间 存 在 着 相对 运动 。 圈 体 与 固体 之 间 也 可 奉 在 着 相对 运动 ,但 这 里 不 做 处 理 ， 

(1) 处 理 思 想 

当 两 种 介质 之 局 存在 请 移 时 ,如 果 按 常规 处 理 , 网 格 势必 要 发 生 大 的 变形 ,要 确切 地 
芭 映 出 “请 移 ”, 必须 将 请 移 面 上 的 网 格 点 ( 结 点 ) 拆 开 。 

设 标号 为 的 那 一 行为 滑 物 边 界 ,而 所 表示 名 行 在 t 二 rr 时 的 位 置 ,并 设 ， 

& 以 上 为 甲 种 介质 ,点 a 尖 等 为 该 种 介质 的 网 点 ; 


以 下 为 乙 种 介质 ,点 了 为 乙 介质 的 一 个 网 点 ,而 广 痰 示 了 在 :二 时 刻 的 空间 位 置 ， 
i10 


而 产 +1 为 它 在 上 一 ar+1 时 刻 的 位 置 , 见 图 42. 60 所 
7 

设 甲 介质 为 固体 ( 亦 可 为 流体 ); 乙 介质 为 流 
体 。 

全 先 假定 ;在 "到 zr 期间, 甲 介 质 * 不 动 ”， 

它 作 为 乙 分 质 的 “国定 ”边界 , 乙 介 质 在 切 向 力 的 
作用 下 视界 面 斌 动 , 即 考虑 乙 介 质 沿 总 的 期 向 运 
动 分 量 , 网 点 f 由 产 ~> 了 . 

他 计算 甲 介质 的 网 点 在 乙 介质 的 压力 作用 
下 ,在 Ar* 期 间 的 运动 ,界面 站 由 和 记 一 天 + 

昌 连接 DD 两 点 间 的 直线 , 交 于 局 呈 线 上 的 户 人 点 ,六 +t! 便 是 乙 介质 的 两 点 在 
1 二 ?tl 时 刻 的 位 置 ;而 Pr+1 是 第 起 一 1) 行 ( 即 现 图 示 的 第 人 一 1)"+! 行 ) 上 已 求 得 的 网 
格 点 , 见 图 12. 60. 

CPD" 是 网 点 DP 在 1+! 时刻 的 位 置 ,D 与 疡 是 在 同 条 两 格 线 上 的 两 个 网 点 ) 

(2) 具体 计算 过 程 ， 

全 计算 乙 介质 在 甲 介质 面 上 的 * 油 移 ” 

在 时 刻 各 网 点 的 位 置 与 各 网 格 、 网 点 上 的 物理 量 已 知 , 现 考 嵌 网 点 子 沿 磊 线 的 淇 
移 , 即 计算 站 沿 记 线 即 滞 a5 段 的 滑 物 矢量 ， 


R. = Ti 十 ro 


于 是 
pre 一 Geosa 
- ， (12. 562) 
Pre 一 Gein 
其 中 ; 


dr ar ， 
| 一 天 cosa 十 元 sina 


Ts — Xa 


TOSC 一 三 
~ (zs 一 To) 十 km 一 {12. 583) 


ra 
, VE 一 一 
5 一 一 ( 疡 十 对 
微分 方程 在 如 图 12, 61 所 示 的 多 边 形 : ePrgba 上 作 差 分 ,将 点 广 视 作 该 多 边 形 的 “中 
心 ”并 将 e.a.5,g 近似 地 看 作 在 同一 条 直线 上 , 则 在 zf 时 刻 质 点 了 沿 扣 沸 动 的 “新 位 
置 ”六 ， 


Sinha 一 


(C12, 564) 


其 中 : 
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A (12. 565) 
EE 一 避 3 十 2 sina + A* 
Gy = 人 {Cp + oC ro) + Cp + golro — re) reosa 
— [p+ oo — ro) + (p+ ozo — ze) Tsina) 
1 2 = tcosa 《12. 566) 
-3 = dsina 
多 = [PAV + (pA /Ve] 


按 计算 经 验 将 安 -* 和 户 -2 取 成 立 二 和 疡 讨 比较 稳定 加 

@ 计算 甲 介质 的 网 点 运动 

已 知 加 点 为 甲 介质 在 分 界面 上 的 一 个 网 点 , 求 该 点 的 运动 , 甲 介质 为 固体 ,运动 方程 
为 ， 


er 
他 一 了 和 二 
jo 4 《12. 567) 
一 Hr Ir rH 
“Ty art 


将 该 微分 方程 在 四 边 形 abcB 上 作 荆 分 ,把 5 点 视 作 该 面 元 的 "中心 ”, 见 图 12. 62. 在 ee 时 
刻 ,aB 上 和 Bc 上 的 平均 应 力 都 已 知 (为 各 网 格 中 心 点 的 值 ), 只 是 6 和 Be 上 的 平均 压力 未 
知 ( 这 两 段 边 界 邻 接 的 为 流体 ,只 有 压力 ) ,这 两 个 平均 压力 这 样 取 ， 


过 4a 的 中 心 = 向 4c 边 作 垂 线 交 于 | 4 一 于】 线 的 。 点 ,过 hg 的 中 心 日向 敢 边 作 生 


线 交 于 | 一 学】 线 的 2 点 ,| 一 十) 线 为 邻接 分 界线 如 的 那 排 乙 介 质 网 格 中 心间 的 连 
线 ， 

在 这 里 要 判断 de 落 在 乙 介质 的 哪 两 个 网 格 中 心 的 连 线 上 (详细 地 ,这 里 从 赂 ) ,假定 
“和 4 的 位 置 已 经 确定 ,比如 4 落 在 中 心 CJ 和 (3 之 间 的 连 线 上 ,再 用 线性 插值 求 出 点 的 
压力 值 ,然后 就 以 4 点 的 压力 值 代替 op 上 的 平均 压力 .ac 上 的 平均 压力 癌 理 可 取 。 

于 是 可 以 求 出 网 点 在 2+ 时 的 速度 必 13 和 党 本. 从 面 可 以 求 得 et 时 8 点 的 坐标 
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12. 62 


rtl 种 retl _ 


通过 这 样 的 计算 , 便 求 出 二 :时刻 甲 介质 各 网 点 的 位 置 .从 而 得 到 "+! 时 刻 滑 移 边界 


六 的 位 置 吉 人 1, 见 前 而 图 12. 60。 


二 确定 乙 介质 网 点 了 在 vt! 时 刻 在 滑 移 边界 六 +! 上 的 位 置 。 
连接 图 12. 60 所 示 的 点 D+" 的 直线 ,次 如 +! 线 于 疡 fi1， "+1 便 是 rt! 时 草 网 点 六 


的 位 置 。 


这 里 存在 着 户 *: 到 底 落 在 折线 名 + 的 哪 一 点 的 问题 ,具体 判断 这 里 从 略 。( 详 抑 文 献 - 


[3]. [C4]) 
12.26.5 稳定 性 条 件 
1 


Ate+ 和 一 min | /TE V (a + 6)) 


Tw :网 烙 的 最 大 对 角 线 
2 局 部 音速 


其 中 ， | ， V 守 时 
6b. = 


2CoCA"tI/TED CY /VY ,V0 时 


Co: 常 数 
12. 26. 8 ”并 行 算法 对 于 HEMP 模型 的 重要 性 


}) sl 


2" 2 


由 于 HEMP 是 个 大 的 数值 计算 模型 ,关系 复杂 ,计算 量 大 ,必须 提高 计算 速度 。 提 高 
计算 速度 有 两 个 途径 :一 是 提高 机 器 本 身 的 运算 速度 ;二 是 改进 计算 方法 ,并 行 算法 (矢量 


化 方法 ) 就 是 应 此 而 生 , 它 代替 了 以 前 惯用 的 品行 算法 。 从 
如 上 列 示 的 差分 方程 组 可 以 看 出 ,HEMP 模型 适合 并 行 算 
法 ,比如 在 某 个 时 刻 计 算 某 个 物理 量 , 可 在 空间 各 点 上 同时 
进行 。 国 外 早已 对 HEMP 问题 的 程序 进行 了 矢量 化 ,为 了 
说 明 并 行 算法 对 于 HEMP 问题 的 重要 性 (车 使 用 并 行程 
序 , 机 器 本 身 也 须 改 为 并 行 结构 ,如 使 用 银河 机 ,否则 可 能 
没有 意义 ), 如 下 举 个 例子 。 这 是 美国 劳伦斯 实验 室 
(Lawrence Livermore Laboratory ) 对 一 个 问题 的 计算 结 


果 5 ,计算 是 分 别 在 该 实验 室 的 “CDC 一 76002( 申 行 结构 机 器 ) 上 和 *CDCSTAR 100” 


上 - -1 
| 中介 
F~ 一 -+ 
| | 连 
F 一 -= 
1 [ 
一 —1 


图 12.63 
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(12. 568) 


(并 行 结构 机 ) 上 进行 的 。 对 于 同一 个 问题 ,完全 尔 量化 与 非 矢 量化 所 用 的 时 间 差别 很 大 ， 
现 将 结果 抄录 如 下 


STAR 一 100 的 运算 时 间 CDC 一 7600 的 运算 时 间 
非 矢 量化 ;500min( 分 钟 ) l100mm 
完全 矢量 化 ,20min lO0min 


由 此 可 见 , 将 HEMP 完 金 矢 量化 可 以 提高 速度 几 倍 ,同时 也 看 出 在 使 用 大 型 并 行 结 
构 的 计算 机 时 , 如 果 不 将 程序 矢量 化 ,反而 可 能 费时 。 

十 面 已 经 谈 到 ,在 任 一 时 刻 计算 某 个 物理 量 , 避 在 空间 各 求 值 点 上 同时 进行 ,为 并 行 
算法 提供 了 条 件 ,但 是 差分 方程 ( 指 求 结 点 速度 的 差分 方程 ) 在 内 结 点 和 边 结 点 形式 基 不 
同 的 .为 了 给 并 行 算法 提供 更 有 利 的 条 件 , 需 要 把 边 点 和 内 点 所 骨 的 差分 方程 的 形式 统一 
起 来 。 在 比 我 们 提出 一 个 初步 设想 :即将 所 考虑 的 区 域 开 拓 , 在 区 域 之 外 设 忆 网 格 即 假想 
的 虚 网 格 ,使 边界 点 变 为 如 图 12, 63 所 示 的 “内 点 ”。 当 然 在 这 种 做 法 中 ,又 可 能 会 磁 到 新 
的 问题 需要 处 理 。 


12.27 绝热 剪 切 囊 
园 体 材料 ,不 论 是 金属 还 是 非 金属 ,在 高 速 弹丸 或 金属 射流 的 高 速 撞击 . 侵 彻 与 穿孔 


CO OO OO OS 


CD 00S Co 2 NN 
NN 


eh 
CS ooo 


ey 


图 12, 64 图 12. 全 

《网 图 12 .64 和 图 12. 65) 的 情况 下 ,将 产生 一 种 重要 的 损伤 现象 一 一 形成 绝热 剪 切 带 (a- 
diabatic shear band)。 饮 热 前 切 带 存在 很 普遍 , 不仅 在 弹丸 的 高 速 撞击 靶 板 时 存在 ,在 爆炸 
焊接 .爆炸 压 接 以 及 高 速成 形 与 高 速 切 前 中 亦 有 , 它 是 强 冲击 载 菩 作用 下 的 一 种 重要 损伤 
现象 ,在 前 切 带 区 答 易 形 成 微 发 纹 , 见 图 12.69, 所 以 绝热 剪 切 带 在 动 载 研 究 中 倍 受 关注 ， 

12. 27.1 绝热 剪 切 带 的 主要 特征 

在 金属 中 ,绝热 前 切 带 的 宽度 约 10 一 100xm, 在 该 区 的 应 变 可 达 1 一 100, 应变 率 可 高 
达 I0~107s, 温 升 能 达 10: 一 105 攻 。 由 于 带 区 很 窗 而 周围 的 介质 温度 又 低 ,所 以 在 随后 的 
冷却 中 ,冷却 速度 可 超过 105K/s, 在 这 样 的 高 速 冷却 下 对 于 钢 介 质 会 造成 由 珠光 体 向 马 
氏 体 的 转变 ,从 而 形成 很 薄 的 降 晶 马 氏 体 层 白 亮 屋 Cwhite band), 见 图 12. 686. 

在 载荷 均匀 的 情况 下 绝热 剪 切线 与 请 移 角 很 相似 , 亦 是 网 状 。 但 外 载 很 难 均 全 ,因此 
在 一 般 情 况 下 绝热 前 切 带 才 革 图 12. 67、 图 12. 68 和 图 12, 69 所 示 。 图 12. 66 一 12. 69 并 
非 “ 纯 原 金 相 照 片 >, 为 了 示意 清楚 ,做 了 一 定 *“ 加 工 ”， 

总 结 起 来 , 它 有 具有 两 个 最 基本 的 特征 :中 绝热 剪 切 带 是 个 变形 高 度 集 中 的 极 认 区 ;人 @ 
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图 12. 66 
过 程 近 似 绝 热 ,这 是 由 于 冲击 变形 的 过 程 很 快 ,由 非 弹 性 功 产 生 热量 而 引起 的 漫 升 时 间 视 
为 暖 时 ,因此 还 “来 不 及 ”向 生成 带 区 的 周转 传递 。 
从 纵 热 前 切 带 的 显 微 观 察 表 明 , 绝 热 诗 团 带 分 为 两 种 基本 类 型 ;中 以 上 应变 高 度 集 中 、 
贤 粒 剧烈 拉 长 和 破碎 化 为 主要 特征 的 形变 带 (deferm band) ;四 以 相 变 和 重 结晶 为 主要 特 
征 的 转变 带 (transformed band) 。 


图 12. 69 


12. 27.2 绝热 剪 切 带 形成 的 原因 
根据 绝热 前 切 带 的 基本 特征 , 泽 哪 稻 浩 洛 芒 (C. Zenor and ]. H. Hollomon) 在 1944 年 
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首先 把 绝热 前 切 解释 为 热塑性 失 稳 , 即 归 结 为 如 下 解释 ;在 材料 变形 进入 塑性 后 ,一 方面 
由 于 快速 变形 使 材料 产生 硬化 ; 胃 一 方面 由 于 塑性 变形 造成 的 温 升 而 使 材料 软化 ,一 旦 软 
化 作用 超过 硬化 作用 便 产 生 失 稳 , 这 时 随 着 应 变 的 增加 ,应 力 反 而 下 降 , 图 12. 70 示意 了 


图 12. ?0 


这 种 关系 。 该 图 为 剪 应 力 与 前 应变 之 同 的 关系 曲线 ,其 中 ex 为 前 切 届 服 应 力 ,在 图 示 
的 应 力 应 变 曲线 的 AB 段 , 即 在 er<e<es 时 ,e777 则 A( 亦 即 上 >0) ,在 此 阶段 硬化 作用 


超过 软化 因素 ,为 稳定 厄 性 变形 ;在 曲线 的 BC 段 , 即 当 se>>es 时 ,e 增加 则 二 减 小 ( 亦 即 算 < 
0) ,在 这 个 阶段 软化 作用 超过 硬化 的 影响 ,为 不 稳定 塑性 变 箭 , 即 塑性 失 稳 。 

由 以 上 分 析 看 出 稳定 塑性 变形 与 不 稳定 塑性 变形 的 分 界 点 xs 即 下 一 0 处 , 则 为 热 
逆 失 称 的 临界 条 件 , 即 最 大 剪 应力 rs 可 作为 绝热 某 切 带 生成 的 准则 。 

译 娜 和 浩 洛 芒 成 功 地 揭示 了 绝热 剪 切 生 成 的 原因 ,并 给 出 了 它 的 生成 准 出 ,他 们 为 绝 
热 航 切 的 研究 莫 定 了 基础 ,后 来 的 研究 都 是 在 此 基础 之 上 的 改进 与 发 展 。 经 过 研究 的 深 
人 ,发 现 泽 哪 与 洛 洛 蕊 的 理论 存在 以 下 的 不 足 之 处 ， 

@ 泽 哪 和 治 洛 芒 的 最 大 剪 应 力 准 则 只 能 用 来 判断 绝热 剪 切 带 的 何 时 开始 形成 ,而 不 
能 反映 出 绝热 前 切 是 一 个 包含 多 个 阶段 的 发 展 过 程 。 

因 泽 娜 与 浩 洛 芒 的 热 塑 失 稳 理论 ,虽然 把 材料 失 稳 现 象 从 纯 力 学 分 析 发 展 到 热学 与 
力学 耦合 分 析 , 但 没有 计 及 应 变 率 效应 。 

人 @ 泽 肆 与 浩 洛 芷 的 最 大 前 应 力 准则 ,是 把 材料 变形 作为 均 质 材 料 来 处 理 的 ,然而 显 微 
观察 发 现 绝热 剪 切 带 仅 限 于 局 部 。 若 按 均 质 模型 , 则 很 难 分 析 剪 切 带 的 生成 与 发 展 . 

国 绝 热 假定 当然 尾 近似 的 ,在 剪 切 带 的 形成 过 程 中 ,热传导 还 是 存在 的 。 

12.27.3 绝热 剪 切 的 分 析 描 有 述 

为 了 简单 起 见 ,我 们 分 析 一 个 简单 的 平面 背 切 应 变 情况 ,并 假定 材料 为 均匀 分 质 。 在 
此 情况 下 ,质点 的 位 移 为 


~ 《12. 569) 


其 中 为 xz 向 的 位 移 分 量 ,i 为 轴 向 单位 矢量 。 
由 土 式 得 到 自然 应 变 应 变 率 
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站 二 全 


(12. 570) 


_ 工 双 
2 9y 
根据 各 向 同性 介质 的 流体 弹 户 性 本 构 关系 ;或 根据 各 向 同性 介质 ,前 应 变 上 内 产生 前 应 力 ， 

因而 可 确定 应 力 张 量 旦 如 下 形式 


pe (有 二 
(312. 571) 


0 TT 0 
rT 0 0 
0 0 0 
‘T= fs = Og 


根据 现在 的 情况 , 用 考虑 到 绝热 (无 热传导 与 热 辐射 ) ,在 略 去 体力 的 情况 下 从 能 基 方 
程 ( 殉 后 面 的 (12. 587) 式 ) 得 到 


dT = zd 《12. 572) 
其 中 ,了 一 TC(y,t) 为 温度 , 。 为 密度 ,Cv 为 定 容 比 热 , 7 为 工程 前 应 变 
Y= 2 ， E= Er 一 Ey (12, 573) 
按 热 与 为 看 合 的 静 力 学 观点 ,r 应 作为 如 下 形式 的 函数 
To ry,T) 《12, 574) 


在 绝热 无 性 力 的 情况 下 ,温度 的 升 高 当然 是 应 变 引 起 的 ,正如 式 (12.572) 所 示 , 即 个 = 
了 (7)。 按 泽 哪 与 浩 洛 芒 的 最 大 前 应 力 的 观点 ,绝热 前 切 生成 时 应 有 


y+ (12.576) 
环 有 的 研究 者 将 温度 与 应 变 的 关系 式 (12. 572) 乘 以 折合 系数 8, 即 有 
dT 一 fay, B20.9 (12.577) 
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将 上 式 代 进 (12. 575 中 则 给 出 男 一 种 形式 的 关系 绝热 前 切 生成 的 表达 式 


此 ,下 和 - 
六 十 2 并 = 们 (12. 578) 


式 (12. 576) 或 (12. 578) 当然 均 对 于 纺 热 前 切 生 成 的 临界 状态 ,当前 切 带 生成 之 后 , 则 
庶 有 有 


- 实 光 位 科 .或 > 上 x 严 (12. 579) 


上 式 较 好 地 撒 述 了 绝热 前 切 带 ,并 在 工程 上 得 到 应 用 。 但 是 该 准则 不 能 给 出 动力 学 规律 。 
如 下 ,我 们 给 出 "精确 ”的 描述 。 

12,27.4 绝热 剪 切 的 动力 学 找 述 

根据 连续 介质 运动 方程 组 , 在 略 去 体力 与 热 辐射 的 情况 下 , 则 有 有 


Y¥ + pdivP= 0 
pt — divz 


‘Pe 二: E+ div(AgradT) 
利用 (12. 569) 一 (12. 571) 式 ,上 式 可 以 化 成 


de __ 
了 一 
pu 下 (12. 580) 
oo 9 
| pe 一 2re 十 a ay) 
其 中 =econst 为 热传导 系数 ,se 二 ely, 垃 为 比 内 能 ,假若 
e = eT} = CyT (12, 581) 
且 假 定 介质 初始 均 杀 , 即 初 密度 po 
bn SE const (12. 582) 
又 根据 (12. 569? 式 , 刚 有 
2 人 一下 7) 和 一 吾 (12. 583) 
(其 中 v= = =ai) 
局 理 
- 8 一 一 
(12. 584) 
于 是 由 (12. 580) ~ 人 12. 584) 推 出 
[2 一 const 
p27 or 
day {12.585) 
0 
Ta 
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如 上 方程 组 当然 要 补充 上 在 剪 切 带 成 立 的 本 构 关系 : 
r= 7r(Y,7,T) “(12. 586) 
式 (12. 585) 与 (12, 586) 便 构成 了 描述 平面 纯 剪 情况 的 封闭 方程 组 。 
从 80 年 代 起 覃 据 如 上 方程 进行 了 一 系列 研究 ,得 出 了 不 少 关于 绝热 剪 切 带 的 重要 结 
果 , 有 兴趣 的 读者 可 参阅 有 关 文献 5 。 
在 (12. 585) 式 中 略 去 热传导 项 , 则 给 出 绝热 条 件 下 了 乎 画 剪 应 变 的 能 重 方程 
rd = pCydT (12, 587) 


12. 28 ”有 限 元 法 初步 


有 限 无 法 (finite element tnethod) 是 求解 微分 方程 ,特别 是 椭 贺 型 边 值 问题 的 系统 数 
值 计算 方法 , 它 比 传统 解法 具有 理论 完整 可 靠 , 物 理 意义 直观 明确 、 解 题 功能 强 等 优点 ,而 
我 们 面临 的 许多 动 载 固 体力 学 问题 由 于 结构 的 外 形 .边界 条 件 等 情况 比较 复杂 ,难以 求 得 
解析 解 ,必须 进行 数值 计算 ,有 限 元 法 恰恰 适应 了 这 一 要 求 。 

有 限 元 法 的 基础 是 变 分 原理 (principle of variations) 和 和 分割 允 近 , 它 是 传统 的 里 茨 一 
加 靡 金 方 法 (Ritz 一 Gaierkin method) 的 发 展 , 它 把 连续 介质 物体 人 为 地 分 割 成 若干 个 有 
限 部 分 ( 块 体 ) ,这 些 有 限 单元 块 体 简称 有 限 元 (finite elements)。 分割 尹 图 ]2. 72 所 示 , 设 
这 些 有 限 单元 体 之 间 仪 以 若干 个 结 点 相互 连结 ( 结 点 在 图 中 以 圆 黑 点 表示 ) ,于 是 实际 的 
物体 则 被 这 些 离散 的 单元 组 合 所 代替 。 这 个 过 程 称 结构 的 离散 化 (discreting) ,然后 ,对 这 
些 单 元 求解 ,所 求 担 的 解 便 可 近似 于 原 物理 问题 的 解 。 


(ay (hb) 


图 12.72 

离散 化 有 很 大 的 灵活 性 ,单元 的 大 小 可 以 任 定 ,其 形状 亦 可 任 选 , 如 取 成 三 角形 .如 边 
形 ,以 及 曲 边 梯形 等 (如 图 12. 72) 所 示 ); 单 元 与 单元 之 间 的 连接 可 以 各 单元 体 的 巴 点 相 
连接 , 即 以 顶点 作为 结 点 , 亦 可 增加 结 点 ,例如 图 12. 72 中 的 “A4BC”, 它 与 周 曾 单元 则 以 
4.C, 4. CC 六 个 结 点 相连 接 .不 过 ,在 实 奈 应 用 中 ,单元 多 为 以 其 顶点 作为 结 点 的 
三 角形 。 

在 单元 确定 之 后 ,就 要 选择 措 述 问题 的 基本 未 知 策 ,实施 有 限 元 的 求解 方法 。 其 方法 
有 位 移 法 \ 力 法 和 混合 法 ,其 中 以 位 秘法 比较 简单 且 适 应 性 广 ,所 以 使 用 比较 普遍 ,有 限 单 
元 的 位 移 法 ,实际 上 是 里 艾 法 的 另 一 种 形式 ,其 基本 方程 可 以 用 能 量 原理 导出 ,当然 , 亦 林 
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按 “ 直接 法 ”, 直接 导出 基本 方程 。 

本 节 是 作为 有 限 元 法 初步 , 故 仅 限于 平面 问题 (平面 应 力 和 平面 应 变 ), 面 且 介 质 为 弹 
性 。 使 用 位 移 法 ， 并 完全 按 文献 [7] 所 述 的 直接 法 ,直接 导出 基本 方程 ,具体 做 法 如 下 ， 

(1) 敢 结 点 的 位 移 作为 基本 未 知 量 。 由 于 考 洪 的 为 平面 问题 , 故 假 定 结 点 是 匀 接 的 
(hinge) ,因此 在 任 一 个 结 点 i 上 只 有 两 向 位 移 ww 和 vw, 如 图 12.73(a) 所 示 。( 注 意 在 这 里 
“9 为 茶 个 固定 结 点 的 标号 ,如 下 将 要 使 用 的 j,* 等 亦 如 此 ,它们 并 不 同 在 前 面 诸 章 那样 
为 在 指标 域 中 变化 的 自由 指标 ; 面 w 和 疡 分别 为 ?点 的 z 轴 向 和 y 轴 向 的 位 移 插 量 分 
量 )。 


图 12.73 


《2) 将 已 划 分 好 单元 的 连续 体 ( 见 图 12. 73(a)} 设 想 成 在 公共 结 点 处 拆 开 ( 如 图 之 (b) 
所 示 ) ,在 每 个 “ 拆 开 ”的 单元 如 单元 。 的 顶点 有 作用 力 , 如 图 示 的 {Fi}*, 这 个 力 称 作 结 点 力 
(knot force) 。 然 后 ,对 每 个 单元 进行 分 析 , 以 便 建立 基本 未 知 量 (早点 的 位 移 ) 与 结 点 力 之 
间 的 关系 ,这 一 过 程 称 作 单元 分 析 (element aralysis) 。 

《3) 整体 分 析 。 将 每 个 结 点 所 建立 的 平衡 方程 腾 立 起 来 ,这 样 便 得 一 组 拱 述 整个 物体 
的 方程 组 ,方程 的 个 数 等 于 结 点 位 称 分 量 的 总 数 。 

根据 作用 在 各 个 结 点 上 的 已 知 外 力 { 包 括 平 移 到 结 点 上 的 外 力 ) 及 支承 条 件 ,方程 组 
可 以 定 解 。 

C4) 解 方程 组 , 求 册 结 点 的 位 移 , 进 而 求 得 其 他 物理 量 。 

12.28.1 单元 分 析 

现 考虑 图 12. 74 所 示 的 平面 三 角形 ij4, 在 这 个 三 角形 单元 的 各 项 点 ( 结 点 } 均 作用 有 
结 点 力 , 除 此 之 外 没有 别 的 外 力作 用 。 每 个 结 点 的 位 殉 均 有 两 个 分 量 ,于 是 整个 单元 的 三 
个 结 点 位 移 可 上 册 如 下 矢量 表示 ， 


(2311 | 
起 
{8)* = 上 |- ’ (12. 588) 


{04} 
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图 12. 974 


而 在 三 个 结 点 上 的 作用 力 矢 量 可 表 成 如 下 矢量 * ， 


xX: 
3 YY; 
(| x 
{F} = 全 7 (12. 589) 
{FF} 
YY 


在 这 里 上 标 *e” 是 个 自由 指标 ,e 到 值 不 同 则 代表 不 同 的 单元 ， 

单元 分 析 的 月 的 是 要 建立 结 点 位 移 笑 有 量 {8} 与 结 点 力 矢 量 {R) 之 闻 的 关系 ;并 找 出 
单元 内 部 任 一 点 的 位 物 、 应 力 和 应 变 表 达 式 。 如 下 将 按 虚 位 物 原 理 导出 这 种 关系 ， 

1. 位 移 函 数 

位 移 画 数 一 般 选 成 坐标 变量 的 线性 多 项 式 ,项 数 的 多 少 与 结 点 的 个 数 有 关 , 选 取 的 原 
则 是 : 

《1) 所 选 的 线性 位 移交 数 既 能 描述 单元 内 部 各 点 又 能 描述 它 的 各 结 点 ,即位 移 函 数 
与 各 结 点 的 位 移 不 矛盾 (实际 上 ,位 移 画 数 中 的 待定 系数 ,要 由 结 点 位 移 来 块 定 ) 。 

(2) 单元 不 同 ,其 位 移 画 数 就 不 同 ,至 少 表现 在 多 项 式 的 系数 上 。 然 而 各 相 邻 单元 的 
位 移 应 数 必须 协 请 , 串 在 公共 结 点 (如 图 12. 73(a) 中 的 i 点 ) 上 位 称 必 须 取 同 值 , 当然 在 单 
元 与 单元 的 公用 边界 上 亦 应 如 下 。 

(3) 位 移 画 数 能 反映 出 各 单元 的 常 应 变 状态 并 能 表示 单元 的 刚体 位 移 状 态 。 

主 述 条 件 也 是 保证 单元 分 割 收 敛 的 准则 ,可 以 证 明 ( 其 体 从 略 ) ;在 满足 这 样 条 件 的 位 
移 卫 数 情况 下 ,只 要 把 单元 分 割 加 密 , 所 求 得 的 甫 将 收敛 于 问题 的 精确 解 。 

对 于 三 顶点 ( 结 点 ) 的 三 角形 单元 , 按 如 上 原则 ,位 移 函 数 取 成 : 

uly 一 外 十 的 和 十 的 和 


_ C12.590) 
UTIY) = a ey 


* ”在 本 节 , 医 量 按 询 阵 家 示 时 两 边 加 大 龙 括号 。 


或 将 位 欧 矢 量 旺 数 的 这 两 个 分 量 用 和 矩阵 表示 


| 
Cy 


加 #|l 11 TYy 0 0 0 ia 
(= v) :0 0 0 1 ZI i 


喇 


(12.591) 


Lge 

式 (12. 590) 或 412. 591) 中 的 系数 more 利用 式 C12. 588) 所 示 的 单元 三 个 结 点 的 位 
移 来 确定 ,将 (12. 588) 式 代 进 这 两 式 中 , 则 给 出 

| = 十 QT 二 ay 一 二 

一 站 十 本 和 二 » v= tt dey, 《12. 592) 

到 二 皇 二 Ge 

在 上 式 中 mr 分别 为 单元 三 个 结 点 的 储 标 。 这 三 个 绪 点 的 排列 顺序 按 逆 时 
针 为 : 点 一 7 点 一 点 ( 见 图 12.74) ,由 这 三 个 结 点 构成 的 三 角形 面积 人 为 


1 x yr 1 1 1 
和信 二 记 1 x yr zx (12. 593) 
1 ZT 其 | 
由 式 (12. 592) 解 出 
如 一 二 Er 一 TAY 十 CT 一 Ty ty 十 (CTiYy, C1 
| om = ;Cr — yOW Tt CH CW F104] 
fs 一 FA Le 一 FD 二 (Fi XW 十 《Ti 一 Ti) ] 
4 1 《12. 594) 
一 3A Lz 一 TY) + TY TW 十 《zy — Tp) oa 
ds 一 Ey 一 340 号 十 Cy 一 YD 十 (3 一 94] 
Qe 一 这 ECm 一 区 ri — TY + Cr — To 
令 ， 
让 一 而 一 B= yO— 和 
下 一 Ti 一 TO Bm GG= 7 (12, 595) 
Tp 1 yy i 


利用 如 上 两 式 可 以 将 (12. 590) 式 写成 
u 一 [Ga 二 BT out art Br ery)u dt Ca hz 十 cz] 


必 = i aot (at br tt cyt Cat Bx cy)vw] 


(12.596) 
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上 式 表 成 什 阵 形式 为 


wi 
Cs 


| 
1 
J 


(12.597) 
Uj 
: 


Tk 


[IN 0 N, 0 N, ? ] 
0 N 0 N 0 N, 


其 中 


N, 一 《ei 十 bix 十 cry) 2A) 《12. 598) 
Ni 二 (十 刀 工 十 CV /ACA ) 
由 式 (12. 596) 可 以 看 出 :亲王 1 而 一世 = 一世 一 机 = 有 0 时 , 则 推出 w=Ni, 此 时 的 


| 一 (a 十 bx 十 cy (2) 


图 12. ?3 

位 移 分 布 如 图 12.75(a) 所 示 , 所 以 六, 表示 结 点 i 发生 单 位 位 移 时 其 单元 内 部 的 位 移 分 布 
形态 ;NN; 与 Ni; 其 意义 类 同 。 因 此 将 N,N, 和 NN， 称 作 形 态 函 数 (configuration function) , 
而 秆 阵 LN ] 称 为 形态 矩阵 (configuration matrix) 。 位 移 函 数 zu 二 Nt 十 NA 十 Naa( 或 v= 
Ne 十 Noj 十 Nw) 决 定 了 单元 上 的 位 移 分 布 形式 ,如 图 12. 75《b) 所 示 , 因 此 位 移 函 数 又 
称 作 位 移 模式 Cdisplacement mode) 。 

2、 应 变 与 应 力 

许 直 角 第 卡尔 坐标 系 中 ,根据 习 用 应 变 的 位 移 与 应 次 的 关系 {因为 弹性 小 变形 , 故 在 
此 不 再 区 别 空间 坐标 与 物质 坐标 , 现 用 空间 坐标 ) ,有 


Ei 名 一 工 ( 经 ， 红 
se 一 和 E) 一 dy 和 Er 一 2 Cay tar) 
工程 剪 切 应 变 ， 
~ dt dy 
7 一 2 
zy 二 LEzy 3y 十 Az 


将 应 变 分 量 5s. ,6,,Y,, 与 位 移 的 关系 用 从 阵 表示 ,为 
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- , 
; a Oz 0 
1 Er | | 
mh 3 | | 六 _ 
= 9 (12. 599) 
| 
Lady TY- Loy dr 
利用 (12. 597) 式 ,上 式 又 可 写成 
[3 1 
| 3z 0 ;i 
{e 2 | [yt) (12. 600) 
E 一 0 I|N “ 12. 800 
ay 1 
3 2| 
Oy dr 
今 
| 也 了 | 辽 1 
Fs 0 1 ax | 
N 0 N, 0 NN 0 
[B= |o 2itN1=|o 了 | ‘| 
> | dyiLo MN 0 NN; 9 NN 
9 3| a 2| 
Lay az Lay 了 | 
也 心 号 9 bi 0 
一 ; 闪 。 让 0 它 / 0 | (12. S01) 
Ea pb 8, 放 DE- 


[8B] 称 作 几 何 和 矩阵 (geometry matrix) 。 利 用 上 式 , 则 已 2. 600) 式 缩 写成 
(一 1 (12. 602) 
对 于 疗 一 个 单元 而 言 , 短 阵 [Bj 和 {3)* 的 各 分 量 均 为 确定 的 不 变 值 ,因此 {se} 的 各 分 量 也 
为 常量 ,这 说 明 采 用 线性 位 移 阔 数 措 述 单元 内 各 质点 位 移 时 ,单元 内 部 各 点 应 变 取 同人 秆 ， 
从 而 应 力也 为 常 值 。 当 然 单元 不 司 , 应 力 与 应 变 亦 不 同 ,妈祖 邻 单 元 之 间 的 应 力 应 变 一 般 
是 不 连续 的 。 这 是 有 限 单元 法 近似 的 结果 ,但 是 当 单元 网 格 分 得 越 来 越 细 时 ,两 个 单元 交 
界 处 的 这 种 应 力 善 将 逐渐 缩小 。 
由 于 现 研 究 的 为 线 弹 性 ,应 力 应 变 风 满足 广义 硼 克 定律 ,根据 该 定律 则 有 
EA 
gy 一 A 十 5 十 6) 十 208, 


12. 803 
oe = Ms + 6 + ee) + pe, | 
[gs = 206 = CGY,yy 
其 中 
~ E Ev ， 
人 C12. 604) 
QD 对 于 平面 应 力 ,0 一 0 即 有 es 一 一 二 元 (十 s), 于 是 由 上 得 出 
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9: 二] PT 
E E 
oy 一 1 二 er 十 1 _ 本 
E 
oy I 
将 该 式 缩 写成 
| 
{0) 一 记 上 [D]te) 
Try! 


《12. 605) 


《]12. 606) 


其 中 [DJ 称 作 弹性 矩阵 elasticity matrix) ,对 于 所 述 的 平面 应 力 , 它 为 


1 x 0 
五 1 0 
[D = | 
0 0 i 
2 | 


《2) 对 于 平面 应 变 ,s, 二 0, 于 是 由 (12. 603}) 式 得 到 


Gr 
{9} = | - [DJ]fe} 
可 


二 了 


其 中 弹性 矩阵 LD] 为 
1 Ts 
1 5 
[DP arva-mlri, 1 
0 0 


将 (12. 602) 式 代 进 (12. 606) 式 亦 即 (12. 808} 式 中 , 缘 出 
{0o} = LDJLBJ{S}: 
3. 单元 的 刚度 矩阵 


(12. 607) 


《12. 608) 


0 《12. 609) 


(12. 810) 


现在 根据 虚 位 移 原理 推出 结 点 位 移 与 结 点 力 之 问 的 关系 , 设 图 12, 74 所 示 的 三 角形 
处 于 平衡 状态 . 设 给 单元 一 种 虚 位 移 , 而 在 该 单元 内 部 的 位 移 仍 按 (12. 590) 式 所 示 的 线性 
分 布 ,于 是 单元 三 个 结 点 的 虚 位 移 (8*}* 与 单元 内 的 囊 应 变 {e" } 则 分 唱 写 成 (参见 


(12. 602) 式 ) 

we 

we 
号 Ex 

下 | 

人 -| y - LB(8 《12. 611) 

. Le 

tip 


假定 没有 体力 ,只 有 (12. 589) 式 所 示 的 结 点 作用 为, 则 单元 三 个 结 点 力 所 做 的 总 虚 功 
_ 久 为 ; 
We= Xu TF Yo + Xu Yo TF Xi + Yo 


Xi 
yi 
. | 
一 [人 
全 
Y 
一 《人 和 人 (12. 612) 
单位 体积 的 串 应 变 能 Ui 为 
二 oy 
全 
一 [ee 对 i -= te" ta (12. 613) 
Gry! 
整个 三 角形 单元 性 的 总 康 应 变 能 己 为 
U = | Vadv 
其 中 VW 为 三 角形 单元 的 体积 。 如 果 三 角形 单元 是 等 厚度 为 大 , 则 
一 
由 于 在 整个 单元 体 上 
tie") 二 const ， {go}) 一 const ， 从 而 UU = const 
于 是 得 到 对 于 等 厚度 的 三 角形 单元 ,有 
U = Uh 
根据 起 (12. 611)、(12. 610) 和 各 (2. 613), 唱 由 上 武 得 出 


。 已 一 (人 LB) EDIBJIS}RA (12. 614) 
由 于 总 虚 功 等 于 总 点 应 变 能 , 即 W 一 U, 于 是 由 上 式 利 (12, 61 纺 式 得 到 (对 于 等 厚度 
单元 而 言 ) | 
{FY = LKYO) (12. 615) 
其 中 [KK 了 称 作 单元 刚度 符 阵 Cstiffness rmatrix of element) , 它 为 
[KT= (BTLDJLBAA 
iLE lx [éslexs [Lisjaxs 
= [RJexs TR Jaxs [Ra laxe C12.616) 
[ks Jaxa [hlaxs Lawlexs 
每 个 单元 的 刚度 矩阵 有 9 个 子 和 矩阵 ,其 中 子 矩 阵 [%, 书 xs 分 两 种 情况 ， 
(1) 对 于 平面 应 力 , 它 为 
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bw, 十 上 二 -ee cs 十 上 二 Yo,b, 
Eh 2 2 
[hixz 一 1 A 加 《12. 617) 
wt 志 十 Tb ceres 十 ps 
Cr 尘 1 大 各 3 一 17 sk) 
《2) 对 于 平面 应 变 , 为 
1 — 2 y 1 一 如 ] 
- a ———p i ， 
[bs E(l — Wh | + 2 I a 
2 A WADA | , 1 一 2y 1— 2» 
1 
(C132. 618) 


(r= 和 = 
由 式 (12.617) 或 (12. 618) 看 出 , (12. 616) 式 所 示 的 刚度 矩阵 [LK 了 是 56X56 的 盾 阵 , 邮 
[KY = [Klxs (12. 619) 

4. 载荷 向 结 点 的 移 置 

好 上 我 们 所 考虑 的 载荷 均 作 用 在 结 点 上 ,然而 实际 的 作用 载荷 并 不 一 定 处 在 结 点 上 ， 
其 作用 在 一 个 单元 上 的 载荷 分 布 是 各 种 各 样 的 ,有 的 作用 单元 的 边界 上 ;有 的 作用 在 整个 
单元 体 上 { 如 重力 ) ,在 按 有 限 元 方法 处 理 时 均 应 将 它们 人 台 理 地 移 到 结 点 上 , 即 在 离散 化 的 
过 程 中 ,将 所 有 的 外 力 载 荷 等 价 地 分 配 到 各 结 点 上 .在 一 般 情 况 下 , 称 置 到 结 点 的 载荷 值 ， 
可 根据 虚 位 移 原 理 来 计算 ,对 于 我 们 现在 采用 的 线性 位 移 函 数 ,可 按 平行 力 的 合成 与 分 解 
来 处 理 , 例如 对 图 12. 76 所 示 的 见 种 载荷 的 处 理 。 


时 ! 
A Ea 
~ 2 pd 8 
EL > 四 中 “ 加 
> pe pe 
> A 
QC， 2 
[9 - ， 
(a) ’ Ch) ’ 
图 12.76 


对 于 图 12. 76(a) 所 示 的 载荷 , 移 置 到 1) 点 和 上 点 上 各 为 作用 在 六 和 边 上 总 载荷 的 172， 
印 为 gl/2; 对 于 图 tb) 所 示 的 三 角形 分 布 的 载 桨 ,将 其 等 效 到 点 和 点 上 分 别 为 /3 和 
9/6。 对 于 体力 或 集中 载荷 也 是 做 类 似 的 处 理 , 例如 对 于 图 (ec) 所 示 的 三 角形 单元 上 作用 
着 均 布 体力 , 设 其 体力 之 和 为 W, 则 等 效 到 三 个 顶点 上 各 为 W/3。 

12. 28.2 整体 分 析 

在 前 一 部 分 我 们 的 分 析 是 对 于 一 个 单元 ,我 们 对 于 单个 单元 体 建 立 了 结 点 位 移 和 结 
点 力 之 问 的 关系 , 即 找 出 了 单元 的 刚度 矩阵 .本 部 分 将 在 此 基础 上 ,从 结构 的 整体 出 发 , 建 
立 起 所 有 结 点 上 的 平衡 条 件 。 
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1. 总 平衡 方程 组 
先 考虑 图 12. 77(a) 所 示 的 一 公共 结 点 ,作用 在 该 结 点 上 的 整个 外 载荷 (包括 移 置 到 
该 点 上 的 等 效 载荷 ) 为 ， 


P,| 
‘iP.} = | {12, 620) 
Py 
《by 
12.77 


已 知 公共 结 点 对 单元 e 作用 有 结 点 力 ( 书 六, 则 单元 e 对 公共 结 点 则 有 一 个 反作用 力 
一 {( 玉 六 (5 它 的 两 个 分 量 为 一 蕊 和 一 了 Yi, 而 {FF} 的 两 个 分 量 为 蕊 和 了 ) ,如 图 之 (B) 所 示 。 
当然 , 交汇 于 + 点 的 所 有 单元 ( 即 单元 1,2,… ,1m.) 都 对 该 点 存在 着 这 样 的 作用 力 。 于 是 在 
t 点 的 平衡 条 件 则 表 成 


{P.} 一 5 {F) =0 12, 621) 


现 考虑 各 个 单元 对 1 点 的 具体 作用 力 ， 对 于 其 中 的 一 个 三 角形 单元 如 单元 ,其 整个 
单元 的 变形 力 { 应 为 } 与 作用 在 三 个 顶点 ( 结 点 ) 的 为 之 间 关 系 已 由 (12. 615) 式 给 出 ,再 据 
(12. 589) ,C12. 588) 臣 及 (12.618) 式 风 有 


{| {6 
{F}" = [er [LK] {065}"> 


(Fi}: (| 
即 有 
(Fr) fg] Ch] La | [td,} 
| = [ks] [ep] [pa] (a (12. 622) 
(Ra RT Ce Teal (6}’ 


上 式 明 确 给 出 作用 在 一 个 单元 各 个 结 点 上 的 力 与 变形 力 之 则 的 关系 ,如 作用 在 。 单元 的 
第 i 点 上 的 为 为 
{Fi} = [a] {6)" + [kJ {8 + [TB Ci2. 623) 
其 中 
«IX! .| .1 | 
(Fi = 网 人 网 (9 = 人 全 一 朵 
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在 使 用 (12. 522) 式 时 ,可 将 自由 省 标 e 到 成 1,2,…" ,mm,, 与 此 相应 地 将 每 个 单元 各 结 点 的 
标号 按 道 时 针 的 顺序 取代 {12. 622) 式 中 的 i,j,4, 例 如 对 于 图 12, ?7 中 的 单元 作 ( 即 == 
了 ,这 时 取 ji 二 tj 二 g .一 ,以 此 类 扒 ,…。 于 是 利用 (12. 622) 式 使 可 从 (12. 621) 式 求 得 
在 上 点 总 的 平衡 方程 
(Pi} = {RD 6 + [aedit6) + [Lead {6:} 
十 [总 下 [你 十 Da) 二 + 区 区 二 
十 [总 并 [全 十 [6} 十 [hjJ {GS} 十 
| 二 [太后 (人 kr} + [Bed,} (12. 624) 
将 对 ;点 半 衡 方程 即 上 式 整 理 后 ,写成 
{ 尼 一 [天 他) 十 [Kj{d}) + "+ [Kd,} 
十 十 [KRr]18r) (12. 625) 
其 中 
[KA] = Dh 


=1 


[Kd = [kgs] + [有 (12. 826) 


ks] = Ler + [Rr 
如 .上 的 考虑 是 对 于 整个 结构 中 的 一 个 结 点 的 ,但 由 此 依 * 法 "行事 ,可 以 组 成 对 于 其 结 
构 所 有 结 点 的 总 体 半 衡 方程 组 ,经 整理 后 写成 
[六 je = {P) 《12. 627) 
其 中 {8 是 表示 结构 的 所 有 结 点 的 位 移 矢 量 的 , 即 它 为 由 { 人 (六 {名} 所 组 成 的 列 矢 
量 矩 阵 ; 


(12. 628) 


{5} 
而 矢量 { 卫 } 蚌 由 结构 的 所 有 结 点 上 的 载荷 (包括 等 价 地 移 置 到 各 结 点 上 的 载荷 ),、 以 及 支 
反 力 所 组 成 的 列 矢 量 盾 阵 ， 


| { 
P 
{P} = ‘ 由 《12. 629) 


LD} 


和 


阵 . 对 于 分 割 后 具有 ? 个 结 点 的 平面 结构 体 , {8} 和 {PP} 均 为 2n 维 的 列 矢 鼻 , 而 [KJ 是 个 2n 
X2n 阶 的 方 阵 。 
构成 总 刚 答 阵 是 有 限 元 法 中 的 重要 步 又 。 由 关系 式 (12. 627) 所 定义 的 总 刚 矩 阵 是 由 
各 单元 的 单元 刚度 矩阵 所 构成 ,具体 地 讲 它 是 由 式 (12. 626) 所 示 的 那样 诸 子 阵 所 组 成 .如 
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对 图 12. 77(a) 所 示 的 单元 结构 的 总 刚 和 矩阵 [LK&] 可 表 成 如 下 样式 。 


] ,2 r 各 ret 

1 

2 

[Kj]= : : s 

i he + Ch 
hl + tt 
该 矩阵 的 第 + 行 是 由 (12. 626) 式 亦 即 由 它 的 如 下 缩写 形式 给 出 ,其 缩写 式 为 

[天 中] 一 Di [en (12. 630) 


其 中 的 求 和 号 27 表示 对 以 “ty” 为 下 标的 诸 子 阵 求 和 , 求 和 子 阵 个 数 等 于 同 含有 以 :和 7 
为 其 结 点 标号 的 所 有 单元 的 个 数 。 例 如 对 图 12.77, 当 wy 二 ;1 时 , 则 ce 二 1,2,… ,rm 即 共 有 
me 个 以 “#4" 为 下 标 标号 的 子 矩 阵 求 和 , 当 551, 如 59=r, 则 有 两 个 以 “tr 为 下 标的 两 个 子 
矩阵 作 和 , 见 如 上 的 秆 阵 ,并 参见 图 12. 77 (a)。 

具体 操作 时 ,可 先 将 总 刚 矩 阵 所 有 的 元 素 全 置 蕉 ,然后 计算 各 单元 的 刚度 矩阵 ,并 将 
各 子 阵 按 下 标 “ 对 号 入 座 ” 填 入 预 设 的 总 刚 矩阵 中 ,例如 由 单元 加 求 出 [& 了 后 ,将 它 加 到 
总 刚 矩阵 的 :行列 的 子 阵 中 , 从 而 瓷 步 形 成 总 刚 矩 阵 。 

此 外 ,由 (12.630) 式 则 有 

[KT = CO = >] 


= >) [kJ = [K,] (12. 631) 


2. 学 标 变换 
在 建立 总 体 平衡 方程 时 ,我 们 是 按 各 单元 结 点 力 的 各 分 量 对 同一 坐标 系 计算 的 ,但 在 
实际 计算 时 ,对 于 某 些 单元 的 刚度 矩阵 ,有 时 为 了 方便 , 则 按 其 本 身 的 局 部 坐标 系 写 出 的 ， 
在 此 情况 下 ,在 构造 总 刚度 矩阵 之 前 , 须 将 该 单元 的 刚度 矩阵 进行 坐标 变换 。 
现 考 虑 图 12. 78 所 示 的 情况 , 设 结构 的 总 体 坐 标 系 为 or'y ,而 单元 的 局 部 坐标 系 为 
jzy, 由 图 可 知 ,单元 的 一 个 结 点 i 的 结 点 力 之 分 量 在 两 个 坐标 系 中 的 关系 为 


cp = [= by 一 | | ) 
=p lone wom Jly 12. 632 
其 中 为 jxy 坐标 系 相对 wey 系 的 变 转角 
令 变 换算 阵 为 [a 了 ， 
「cosaw — sing 
Lal = | coOsA | \12. 633) 


子 是 (12. 632) 式 写成 
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oy ,olL 。 
tay ‘b 
图 12. ?8 
(FY = La {Fi} (12. 634) 
因此 整个 单元 的 三 个 结 点 力 矢量 的 变换 关系 则 为 
{Fry = (AY{F) (12. 635) 
其 中 变换 矩 寿 [ 4] 为 
[a 0 0 
[AT = vO [el 0 (12, 636) 
0 0 Lal 
由 图 12. 78 还 可 看 出 ,在 两 个 坐标 系 之 间 其 位 移 分 量 的 关系 为 
人 一 Wcosd 十 vsing (12. 637) 
w= sine 十 下 COSQ 
于 是 有 
{8}: =— ([ATYT {SY} (12. 638) 
如 果 在 整体 坐标 系 中 单元 = 的 刚度 矩阵 为 [KT , 据 (12. 615) 式 亦 有 如 下 形式 
{Fl = [KJ]{} 《12. 639) 
而 将 (12. 615) 式 代 进 (12. 635) 式 中 ,并 利用 (12. 638) 式 又 给 出 
{F'}= [ATLETIO): 
— [ATLKTCAT) {O}: {12. 640) 
将 上 式 与 (12. 639) 式 比较 , 则 得 到 在 整体 坐标 系 中 单元 e 的 刚度 矩阵 为 
[KT = [ATKRTOEAY)Y (12. 641) 


3. 结合 算 例 ,如 何 求 刚度 托 阵 
设 有 一 边 长 为 4A, 厚度 为 的 正方 形 板 , 如 图 12. 79(a) 所 示 , 其 材料 的 弹性 模 量 为 EE， 
泊 松 比 "一 0.1, 求 它 的 总 刚 甜 太 。 
将 板 离 获 成 两 个 单元 ,如 图 12. 796hb) 所 示 .。 先 求 单元 加 的 刚度 矩阵 ,然后 再 求 单元 人 @ 
的 。 
《1) 确定 单元 中 的 刚度 矩阵 
按 图 12. 79te) 所 示 , 结 点 1,7) 上 有 的 举 标 为 
二 二 TA 一 Xi 一 0 X= r= 人 0 
基 一 其 一 0 和 一 入 一 下 久 一 关 一 0 人 2 642) 
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上 > 一 | 


i 


将 如 上 的 举 标 代 进 Q12. 595) 式 中 得 到 
太一 站 0 一 
lt = ，， 虽 一 和 一半 
而 三 角形 单元 四 的 面积 入 ,根据 C32. 593) 式 并 将 (12. 642) 式 的 值 代 人 , 则 给 出 (当然 , 按 现 
给 定 的 情况 可 以 直接 求 出 ) 


(12. 643) 


C12. 644» 


Ln 
EE 


将 式 (12. 5437 和 (12. 644) 代 进 (12. 601) 式 中 ,给 
1 0000—1 801 
[8] = 泣 10 0 0 1 1| (12. 645) 
0110 1 1 
将 v=0.1 和 巨 代 进 (12. 607) 式 中 ,给 出 对 于 平面 应 力 的 [D] 为 


Ek 1 1 0.1 0D 
iD] = 一 | 12. 6: 
iD] jog5l0l 1 0 | 《12. 646) 
0 0 0,451 


将 式 (12. 646) ,C12. 644) 和 (12.645) 代 进 址 (12. 氏 昌 中 ; 则 络 出 单元 全 的 刚度 矩阵 ， 
[ta] Ck [Léa2j: 


[天 于 一 [fa] [Rk] [Rj! 
[Re] Lk] [kal 

1 0 0 0.1 一 1 一 011 

9 0.45 0.45 0 一 0.45 一 0.45 

| 0 0.45 0.45 0 一 0.45 一 0.45 

~ 198| 0.1 0 0 1 — 0,1 一 1 

一 1] 一 0 和 4 一 045 一 01 1.45 055 | 

一 0.1 一 045 一 045 —1 0.55 1.45j 

(12. 647) 


(2) 预 构图 12. 79(a) 所 示 正 方 开 的 总 刚度 给 阵 [KK] 
构成 总 刚 和 矩阵 可 按 如 下 步骤 进行 
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先 作出 8SX8 方 阵 [K], 令 所 有 元 索 充 零 ( 这 里 共有 + 个 结 点 , 才 [ 关 ] 为 8X8 阶 方 
阵 》, 邯 : 


1 2 3 4 
T 0 0 0 0 0 0 00 1 
0 0 0 0 0 0 0 0 
00 00 :00 00 | 
[KL.=| 00 00 :00 00 
00 i100 ;00.00 | 
0 0 0 0 00 .00 
00 “00 :1:00 00 | 
.00 :09 ;00 0 0 


为 便于 说 明 起 见 , 已 将 L&D, 分 为 4 行 .4 列 的 子 阵 ， 
然后 ,将 单元 中 和 单元 四 给 出 的 刚度 矩阵 的 各 子 阵 分 批 伐 进 如 上 方 阵 中 。 对 于 单元 个 
而 言 ,由 式 (12. 647) 可 求 得 各 子 阵 。 根据 ,i 一 4， 7 二 1, 匀 ==3, 则 有 


， Ea’l 0 | 
Fh 1 1 i 
下 [Le 1 . 98 | 0 45 
_ FE DO 0 45 | 
kT 一 Le = 7 
| [Ra] 1 98 0.1 D | 
四 FRR 一] -0.451 
[天 1 一 Ek 1 一 | 
ke] = Lh 1.98 -一 0.1 0 
_ (12. 648) 
-， ER [0.45 0 | 
[站 一 [有 | 一 ], 98 0 11 


hh [0.45 — 0.451 
1.98. —0.1 —1 | 


| Eh [1.45 0.551 

i 1 _ 

“hud = hs = 1.98L0. 55 1.45J 
其 它 子 阵 可 由 对 称 性 写 出 ，。 


现在 将 上 述 单元 团 度 矩阵 的 各 子 阵 按 下 标号 码 加 到 [KK], 的 相应 子 阵 中 。 
例如 ,把 [&wa] 加 到 [Kl1 的 第 4 行 第 4 列 的 于 阵 中 ,其 余 类 推 。 不 难得 出， 


1 2 3 4 
0.45 0 0 O : — 0.45 — 0.45 0 0.45 1 
0 Tl 01 0 
| 站 0 0 0 0 站 
Eh 对 | 2 
LK], 1, 98 | 0 0 人 0 0 
| 1. 45 0. 55 一 ] 一 0 345 |, 
| 45 : 一 0.] 一 0.45 
i 1 
| 称 _ 4 
L 0. 43 一 


如 上 只 在 总 刚 和 矩阵 中 填 人 单元 中 的 各 子 阵 , 还 缺 单元 贸 的 各 子 阵 。 

《3) 确定 单元 名 的 刚度 甜 阵 

对 图 12.79(b) 所 示 的 单元 @; 若 将 其 结 点 视 作 1 二 i, 4 一 方 2 二 k, 则 在 局 部 坐标 系 
ozy 中 者 单元 四 药 刚 度 和 矩阵 ,完全 与 在 整体 坐标 系 wz'y 中 描述 的 单元 外 的 刚度 矩阵 相 
同 。 而 该 局 部 坐标 系 相 对 整体 坐标 转动 为 180*, 即 * 一 r, 于 是 根据 (12. 633) 式 与 (12. 636) 
式 , 则 得 变换 抵 阵 

LAF 二 LT Jexs 
[了 exis 为 6X§ 阶 的 单位 矩阵 ,利用 变换 算 阵 可 将 ozy 系 所 描述 单元 名 的 刚度 矩阵 [KK 了 恋 
成 整体 坐标 系 中 描述 的 单元 刚度 第 阵 [K'], 据 式 (12. 641), 则 有 
[KJ = [AFLKEFCOLAP) = [KJ 

于 是 根据 (12. 647) 式 ,单元 包 在 整体 坐标 系 中 描述 的 各 子 阵 为 


FE 下 一 Eh ll | 
-1.98Lo 0.45 
Fa 了 一 | 0 | 
1 LR 14j 1.98[0,.45 0 
站 下 EA | 
| 98L— 0.45 —0.45 (12. 649) 
| .64 
让 - 束 六. 45 ?| 
i 98 o 1 
| Fh [— 0.45 "| 
PE! ?CO 一 人 
下 4] 1.98L 一 0 4 1 
| > Eh 11.45 5 | 
f 2 =-- 一 一 
| [ae] 1. 98Lo 55 1.45 


其 余子 阵 由 对 称 性 确定 。 
《4) 总 刚 矩 阵 的 确定 
将 式 (12. 649) 的 那些 子 阵 , 按 其 下 标 “ 对 号 人 座 ” 加 到 [K] 的 对 应 部 位 的 子 阵 中 ,从 
而 获得 总 列 矩 阵 ， 
Eh 


(KJ]— 1 gg 
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1 2 3 4 


1.4 0 .| 一 1 一 人 和 一 0.45 一 和 .45 a 0.55 11 
1.4 一 4 一 0 和 ol Tl 205 0. 

1.45 0.55 0 0 :0.45 一 01 EE 
1145 :0 0 04 一 1 

对 1.45 -0.55 —1 一 0.45 |3 
本 1. 43 一 01 一 043 

1. 45 0 

4 

称 1.45 J 

(12. 650) 


4. 总 刚 给 阵 的 村民 性 
观察 如 上 的 总 刚 算 阵 会 发 现 , 对 于 [KJ 的 每 一 行 的 矩阵 元 素 之 和 均 为 零 。 这 一 结论 对 
于 任何 结构 的 总 刚 矩 阵 都 如 此 。 在 此 , 我 和 们 予以 简单 证 明 
假若 整个 结构 没有 变形 ,只 有 刚性 位 移 , 即 可 令 ， 
{6} = 11 1 
让 于 只 有 刚性 位 移 , 所 以 作用 在 各 结 点 的 外 城 奇 包括 等 价 称 置 到 结 点 上 的 外 载荷 应 均 为 
零 ( 否 则 应 有 变形 ) , 即 有 
{P} = {0,0,.",0}7 
如 果 用 6 表示 总 刚 入 阵 [KD] 中 的 各 元 素 ,网 由 (12. 527) 式 推出 斜 一 行 元 素 之 和 为 零 ; 


mn 
四 
Dey 三 十 0 二 cn= 人 0 


J=1 


n 

3 
De tac "二 cn = 0 
41 


Pca = em 十 cnz 十 本 十 cm 一 0 
-1 


由 此 可 知 [ 近 ] 是 奇异 矩阵 。 

由 于 总 刚 矩 阵 是 奇异 矩阵 , 则 由 总 平衡 方程 (12. 627) 式 求解 位 移 将 无 唯一 解 , 因 此 必 
须 再 补充 条 件 才 能 定 解 ， 这 个 条 件 束 是 边界 支 尖 条件。 

从 物理 实际 来 考 虚 ,在 没有 支承 约束 的 ' 情况 下 ， 位 移 可 不 定 解 , 国 可 做 “任意 ”的 刚体 
位 移 。 支 承 条 件 有 的 在 问题 中 明确 给 出 ;有 的 昌 未 给 出 ,但 可 按 问题 的 实际 自己 确定 。 如 
求 图 12. 80 所 示 板 中 国 孔 周转 的 应 力 , 可 根据 对 称 性 只 取 174, 胡 图 12. 80(b) 所 示 , 从 而 
可 以 确定 支承 各 件 :在 y 轴 上 的 结 点 w=0. 在 z 轴 上 的 结 点 v=0. 

5. 对 总 体 平 衡 方 程 组 的 修正 

由 于 总 体 刚 度 矩 阵 [天 ] 的 奇异 性 ,必须 在 总 体 平 衡 方程 组 (12. 627) 式 中 加 上 支承 条 
件 ,才能 求解 。 通 常 采用 如 下 办 法 修改 总 体 平 衡 方程 组 ,司法 是 ， 

为 了 下 面 投 述 方便 过 见 ,总 体 刚度 给 阵 不 再 分 块 表 示 , 直 接 用 元 素 c 写 出 ,而 总 体 平 
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街 方程 组 可 写成 


Pa All Cl12 1 Eom | 
Py 1 Lal Ca2 机 La ,3 一 ] Ca 注 提 Ca,2n DE 
Ps Poa Cel OO Foard]l Fa oO Fal)| | _ 
3 r= | 1 六 《12.651) 
Dr | 二 条 《2 ™ Cor, Ze—t Car, a ™"" Cur In Ue 
2 1 
Po Caall 攻 知 一 1.2 OO Caan Ci OCaml an| | i 
Pn Cian,l Cn,2 一 Can, a "Conan 


假如 某 一 结 点 上 有 约束 条 件 sw 一 0, 则 应 在 总 平衡 方程 组 中 ,将 相应 于 一 1 行 (注意 
每 一 结 点 对 应 于 2 行 ) 的 方程 代 换 为 ; 
tw 二 0 C12.652) 
于 是 ,可 将 总 刚 矩 阵 [ 玉 ] 中 第 2 一 1I 行 的 对 角 线 元 素 改 为 1《 即 co_,,s_1 =1), 而 非 对 角 线 
元 素 cx- 一 0( 其 中 5 天 2 一 1 (与 此 相应 地 ,在 上 式 中 ,其 结 点 载荷 的 列 阵 ! 己 ;中 第 2 一 1 
个 分 量 亦 取 成 零 , 即 PP 一 0) ;同时 根据 [LK] 的 对 称 性 , 划 [K] 的 第 包 一 1 列 除 对 角 线 上 那 
个 元 素 (ca ls) 外 , 余 者 全 为 零 。 于 是 矩阵 [ 玉 ] 表 成 


Ol Cs 0 Cl, Cc | 
Cal Ca 0 Cy, | 
: | 
0 0 二 1 D ~ 0 | 
[K]1= | (12. 653) 
Eap,l I,2 wii Lh Ca, Wb Ca, on | 


Cart Fanlss OO Gani Fm 1 | 


— Can Cn 0 Co Cm,2n j 
假如 结 点 上 有 约束 条 件 志 二 ws， wo 为 某 一 非 零 已 知 值 ,这 时 可 将 总 体 刚 度 阜 阵 中 对 和 角 
线 元 素 cte-: 去 乘 一 个 很 大 的 数 4(5 钢 如 取 4= ioc) ,而 左边 结 点 葡 载 Ps 改 为 
4ra_ la -at 即将 方程 组 中 第 2 一 1 个 方程 改 为 ， 
ce-Dii 十 Cutsd 十 十 Acei, ni 
Gals 二 Cel saUn 
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一 站 co .wlio (C12. 854) 
由 于 此 式 中 除了 包含 4 的 两 项 外 ,其 余 各 项 相对 来 说 都 很 小, 可 以 忽略 不 计 , 头 此 ,此 式 
相当 于 w=. 

6. 结合 算 例 ;如何 用 有 限 元 法 求解 

设 有 一 边 长 为 4、 厚度 为 的 正方 形 薄板 。 上 边界 受 有 均 布 葵 载 g 二 全 作用 ,左上 肖 
受 一 水 平 集中 力 己 作用 ,如 图 12. 81(a) 所 示 。 烤 料 的 弹性 模 量 为 五 , 泊 松 比 " 一 0.1。 用 有 


限 单 元 法 求 力 忆 作用 点 的 位 移 ， 


图 12.81 


解 

(1) 将 结构 离散 化 , 为 了 简单 起 见 , 仍 将 板 划 分 为 如 图 12. 81(b) 所 示 的 两 个 单元 , 并 
对 各 结 点 及 单元 加 以 编号 :个 和 他 。 

(2) 构成 总 体 刚度 矩阵 。 显 然 ,这 里 可 直接 引用 式 (12, 650) 的 结果 。 

(3) 移 置 结 点 荷载 。 按 上 所 述 ,上 边界 的 均 布 荷载 应 由 作用 于 结 点 1.2 上 的 等 效 集中 
力 广 全 4 一 己 来 代 蔡 。 但 由 于 结 点 2 有 竖 向 约束 , 故 不 必 考 虑 该 点 的 作用 力 ( 求 支 座 反 力 
时 才 要 考虑 )。 这 样 在 结 点 1 即 有 

Pa=P, Pa——P 


如 果 用 民 。 Ra ,Ry 表示 支 座 反 力 [ 网 图 12. 81(b)], 则 总 体 平 衡 方程 组 可 写 


人 | 1.45 0 一 1 Ol —0.45 —0.45 0 0.55 1 
[一己 | 1.45 一 04 一 045 一 001 —1 0.55 0 | 
Rr 1. 45 0. 55 0 0 —0.45 ~—0.1 
Ra | Eh 1.45 0 0 一 0.45 一】 | 
| Rs {1.98 1.45 055 -1 一 045| 
R, 对 1.45 一 01 —0.45| 

| Rs 称 1. 45 0 
| Ru } L 1.45 | 


Ha 


C4) 引入 支 源 条 件 ,修改 总 刚 短 阵 和 荷载 列 阵 。 这 里 的 约 东 条 件 为 ， 
Us 一 和 一 让 一 1 一 有 一 下 


因此 核 以 上 所 述 ,将 总 体 平 衡 方程 组 修改 为 (参照 (12. 652) 和 (12. 653) 式 ); 


P) [145 0 000090 0fu 
—P l.45 0 0 0 0 0 0 
0 1 0 8 0 0 Oliw 
0|_ Eh 100 0 0 
0 1. 98 1 0 0 0|lu 
0 1 0 0|iv, 
0 1 日 | 
站 4 1 lw,) 
(5) 解 如 上 方程 组 ,给 出 结 点 1 的 位 移 
tl es = 1. 366 让 
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附录 12. 1 自然 应 变 分 析 


《 仅 供 参考 ) 
一 .自然 应 变 增 量 张 量 
1. 质点 运动 轨迹 
在 直角 坐标 系 中 质点 运动 轨迹 r 表示 为 


r 二 肝 十 粹 十 起 (1) 
(T= flaybye,t) 
]7 一 Eeeg (C2) 


一 
其 中 ta;5,c) 为 质点 坐标 , 即 质点 标号 。 
质点 人 erc) 在 上 = 与 时 刻 ,处 于 空间 点 Czoyyerze), 则 由 (27) 式 得 到 
‘f(asbscrto) = Zn 
glasB csto) 一 Yo 
[人 本 st] 一 zo 
a Zor yorTo) 
由 上 式 求 得 Bb = (ros yo, oa) 


‘CC 一 cros Yos to) 


将 上 式 代 进 (2) 式 中 ,得 到 
T= flatzo yoreo) bro Yorze) sc Tos yo eo) st) 一 了 (Troy20rt》 
| = galtTor yy vo) hiro yor so) eC To VorTo) st) = Br 下 T0ryor2oyt (3) 
区 hlatros yorto) blros Yoreo) eTor YorTol rt) = A CXor yoyost) 


有 即 把 质点 的 标号 (apyc) 换 成 Czoyvzo)。 

2. 质点 位 移 与 性 移 差 

设 在 := 一 zz 时 刻 ,质点 4 处 于 空间 点 和 @, 见 附 较 12.1,Q@ 点 的 坐标 为 Cx6, yo,zxo) ,如果 
考虑 到 (3) 式 , 则 


Xo 一 了 《py Yo Losto) 
Yi 一 ECTos Yoszosto) 《本 


区 一 内 (ror Yo orto) 
在 该 时 刻 绊 二 0) ,质点 4 附近 的 另 一 质点 8 处 于 空间 点 他 ， 久 点 的 爸 标 为 (zo,y0:z'0)， 
而 


Xo = To ro 
> = xy + Fyo (53) 
zo zo 十 de, 
如 果 考 虑 到 53? 式 , 则 有 
To = Zo ro = fo riory or orto) 
人 (6) 
20 一 0 Geo = hh, CT oy y oss orto) 
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其 中 8zo,6yo，6z 均 为 无 穷 小 量 
在 :一 6 十 4 时 刻 , 质 点 4 由 外 点 移 至 空间 点 三, 由 
《3) 式 可 以 求 得 全 点 的 坐标 : 
T= fror yszoto + Lr) 
mt (7) 
2 二 ry Vo Rofo 二 MEY 
该 时 刻 质 点 BB 由 & 点 移 至 空间 点 到 和 ,由 (3) 式 可 以 求 
得 W' 点 的 坐标 : 


T= fr oy osto tA) 附 图 12 1 
久 一 区 人 (Po 二 (8) 
于 二 内 Cx os yor oko 十 Af) 


在 从 到 思 十 Az 期 间 ,质点 4 的 位 移 分 量 ， 
Au =TI— T= fro yorto tt MH) ~ fros yo rosto) 
| = y— = grToryo zoo A) ~— Eg (Xor yoro ty) (9) 
AW = zo— zo =h, ro yzorto + MY — h, Cxos yorzorto) 
质点 吾 的 位 移 分 量 ; 
A = x — Xo= f(x or Yo oto t A) — f. (rory oY orto) 
| =y 一 Ye 一 让 ro rotot MAM)— gg. CX ory oz orto) 10) 
A C= zo Oh ry ot 二 A) 一直 Ko) 
在 时 刻 ,质点 A 和 之 间 的 间距 矢量 为 9Q', 由 (5) 式 可 知 它 等 于 67: 
Bro 一 ol + yo + Seok (11) 
在 4 十 At 时刻, 质点 4 和 五 之 间 的 间距 矢量 变 为 WwW ,由 (7) 和 (8) 式 求 得 它 等 于 六: 
有 二 (一 了 十 (一 他 十 (一 2 
— Gxi + dy) + dek C12) 
由 (1),《12) 式 以 及 (9)、(10) 式 可 得 微 元 矢量 六 。 的 改变 量 AC6r): 
ACBr) 一 六 一 有 一 (Gr — Sri (Gy— yi + Ge — Sro)k 
=[(x — x) ro B+ Oo + C2 
= [Ce 0) + [ty 一 yw 一 (一 yo A) (zr 
一 [Az — AaB + [Av 一 人] 十 Earl — Aro lk 《13) 
由 上 式 看 出 微 元 gr。 的 改变 量 AC5r}) 就 是 两 质点 的 位 移 拓 量 之 其 ， 
将 Az、Aw' Ar 在 Cxo, yo ;z0) 处 展开 并 取 一 级 近似 ,好 有 . 


Ar 二 A 十 So, 十 2 Yo 十 0 8, 
一 全 十 3, i on 二 2 32, 014) 
A 和 = LAV 2 zy en | KAw) A) 


于 是 (13) 式 可 以 写成 
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和 (0 = dr — tr, = AK :tr, 


其 中 

Any AOA) UM) | 

ar am Be | 

加 | aa MV) Bao | 

所 一 (AR 加 Dro yo do 
Aw) HAW) QM) 
L dro dyo dro J 
3. 自然 应 变 增 量 


将 (16) 式 所 示 的 AK 作 和 和 分解, 分解 成 为 对 称 张 量 AE 和 反对 称 张 量 AH, 即 有 


AK = AE 十 AH 


[Bs 一 ae 一 (ZAK, 十 从政 
其 中 | 1 
[一 {ap} — {FCAK, — AK,)) 


于 是 (15) 式 可 以 写成 
A = ro dr = AE + $70 + AH :+ Sr, 


而 上 式 中 右边 第 二 项 可 以 改写 成 ， 
AH ' rs = Aa X ro 


其 中 Aga 一 Aas 十 Ami + ak = Mmi + Aas) — ok 
An = 1 [2 可 2 ]- A 
~ 2]- 
a BD 

利用 (20) 式 , 则 (19) 式 改写 成 


AC6r) = br — Sro = AB « ro + A X br, 
线 元 矢量 dro 之 所 变化 了 Ader) ,原因 有 两 个 ， 
中 5r 发 生 了 " 纯 变形 ", 即 fre 在 At 期 间 发 生 了 伸 长 或 缩短 ; 
@@6ro 在 A 期 间 发 生 了 旋转 。 


在 式 (23) 中 右边 第 一 项 表示 67, 的 变形 ;第 二 项 表示 Sr 做 刚体 旋转 。 


(16) 


{17) 


(18) 


(19) 
(20) 


(21) 


(22) 


(23) 


现在 来 证 明 AE - 6r。 表示 br 的 变形 , 即 AE 是 表示 变形 的 张 量 ,证明 使 用 反 推 法 , 即 


者 6r。 没有 变形 , 则 推出 Ae,=0. 


因 者 fr。 没有 变形 , 则 有 ， 
dro = ,rm = (Hr)? 
而 Atbr)’ = ACr 67) = 26r + A(H) 
根据 (24) 式 , 则 由 上 式 得 到 


9r， 上 or) 三 站 
而 


{24) 
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Br Arferm [3r + ACir) | ACOr) 
= Gro ACHr) 十 上 (0 人 97 a Br + MAOr) 
于 是 划 有 Ar) .dru =0 
将 (23) 式 代 进 上 式 , 得 到 
. 0 = AE : Sro + Ac Xx 70) 1 Hr, = CAE : Hr) * Or 
=—Aendr! 十 Aezdy: + Aessdz? 十 
十 2A6drod yg 十 2AE1s0 Tod 十 DME YO zo 
由 于 公 , 是 任 取 的 , 即 8xo,8yo,3s 是 任 取 的 ,因此 由 上 式 得 到 
Mal 一 Ac 一 内 533 一 51 一 上 6 一 Mery = 
好 Ae; 一 0 〔25) 
关于 Axx gr 表示 57o 做 刚体 旋转 , 若 诈 .上面 的 结果 , 则 让 证 自明 。 因 如 果 困 " 不 变 
形 , 即 As, 一 0, 则 (23)? 式 变 成 ， 
Agfor) 一 人 一 地, = Ma x Bro (26) 
而 在 辣 , 不 变形 的 情况 下 ,Sr 的 改变 量 A(6r) 只 有 阅 。 做 了 刚体 旋转 , 故 Aax 57, 表示 8 
局 刚体 旋转 。 
表示 与 变形 有 关 的 张 量 AE 就 是 自然 应 变 增 量 张 量 , 据 (18) 式 , 它 的 分 量 ， 


_ CAN) 1 [2 aCADY 
Ae1 一 Bazo 7 El 一 A 一 ? dyo az | 
Cap) 加 _ 1 TagAn) ?em ] 
由 Er。 一 2 A5s 一 AEsl 一 2 9 十 do 《27) 
QCAmw 1 Tagaz2? | A(Aw 
§33 一 和 ， A = AEs2 = 1 十 Se | 


关于 Asx 的 物理 意义 ,在 一 维 变形 时 可 以 清楚 地 看 出 .在 (23) 式 中 若 令 ro=8zai 生变 形 只 


Gr - Gzo 一 El - Bro 


即 As 一 Br 一 bz 二 -2 
从 上 式 可 以 清楚 地 看 出 ,a 是 从 韦 到 i 十 2y 时 刻 所 增加 的 应 变 。 
一 .自然 应 变 应 变 率 与 变形 速度 张 量 


式 (23) 欠 出 了 由 坟 时 刻 到 十 A 时 刻 线 元 矢量 的 变化 差 At6r) ,如 果 令 兰 一 0 则 给 
出 子 线 元 矢量 的 变化 率 ; 


A ED) 
Dln ns tin 
.AE (Ar 
一 im HM ) or + | lim PM } x on 
= E. 6r, 十 包 X ro (28) 


其 中 
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E= te) = lim 人 为 自然 应 变 应 变 率 张 量 
9 一 & im 和 为 角速度 
现在 来 求 E 和 各 分 量 与 速 宕 的 关系 , 据 (27; 式 ; 


Ca 
[| 
1 
四 [ss 
pT 二 一 全 TEL 1) 如 | 
Jim [A im ee 
jm 区 二 一 各 
ar 总 0 Ba 
其 中 
A ， 
到 一 an A = Wiro Yorznrin) 为 质点 三 在 to 时 刻 的 并 向 柠 嵌 分 量 
.A 
By 一 Em Rr 一 Wr os Yo oto) 为 贰 点 B 在 后 时 刻 的 z 问 速 度 分 量 
Ll 
同 理 Eas 一 3 £34 一 2s? £12 一 541 一 2 [3 + ar 
le 
Ey 一 531 一 E23 一 -上 2 一 EE 
A 
0 二 lim 和 一 wxowyoszorho) 为 质点 及 在 时刻 的 3》 向 速度 分 量 
其 中 


中 lim 人 = wizoryoym11o) 为 质点 六 在 如 时 刻 的 = 向 束 庆 分 量 


各 ~ 中 


以 略 去 ,于 是 (29) 式 中 的 E 可 以 写成 : 


| 
b= (6 器 + 天 | 多。 4 和 | (a0) 
[时 + 六 | 让 | 到 十 型 党 
即 = 着 闫 + 问 C31) 


其 中 
二 
XT XY T= 
在 (30) 式 的 右 端 为 变形 速度 张 量 , 即 自然 应 变 应 变 率 等 于 变形 速度 张 量 。 
间 理 ,由 (22) 式 可 以 求 得 ， 
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局 一 ws 十 wf 十 wk = = : wt 十 co 十 wak (32) 
直到 一 >= 


tr 一 


2 
de ow 
由 一 幸 一双 一 C33) 
一 | 总- | 
亚 2 Ady! 
即 她 一 六 ro (34) 
其 中 P 一 ul 十 vl 十 wk = 一 mi 十 ma) 一 wk (35) 


注意 ,在 连续 介质 中 ,导出 介质 中 任 一 点 ( 即 质点 ) 的 任 一 种 定义 形式 前 应 变 张 量 , 都 
是 从 过 该 点 的 一 线段 微 元 或 微 元 体 出 发 ,然后 推出 其 应 变 表 达 式 ，。 

三 .自然 应 变 的 计算 

自然 应 变 张 量 与 习 用 应 变 ( 工 程 应 变 ) 张 量 不 同 , 一 般 答 不 出 其 应 变 分 量 与 位 移 之 间 
的 关系 ,只 能 给 出 各 个 时 刻 应 变 增 量 张 量 的 表达 式 , 或 应 变 率 张 量 的 表达 式 , 于 是 求 应 变 
张 量 只 能 从 自然 应 变 增 量 张 量 或 应 变 率 张 量 来 求 它 ， 

i. 根据 自然 应 变 增 量 来 求 

连续 介质 中 和 任 一 质点 即 相 当 线 段 微 元 或 微 元 体 , 它 在 运动 中 不 断 地 旋转 和 变形 .从 一 
时 刻 到 另 一 时 刻 , 它 不 但 发 生 了 变形 ,而 且 发 生 了 旋转 ， 式 (23)? 表 明了 这 种 变化 , 式 中 的 
AE 为 自然 应 变 增 量 张 量 , 它 是 两 个 临近 时 刻 的 * 纯 应 变 之 差 , 与 旋转 角度 Aa" 无 关 ”, 即 
Aex 的 取 值 并 不 能 决定 AE。 这 从 下 面 的 式 子 很 容易 看 出 ， 由 (22) 式 和 (27) 式 得 到 
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Act 一 ar 和 Eliz 一 Aezl 一 十 os 
AC hv oe 
ew — Aen = aen 一 x + Am (36) 
A533 一 ee Aels 一 AEs = 2 十 Aa; 


上 式 清楚 地 表明 ,即使 Aa 的 各 分 量 取 定 ,AE 的 各 分量 仍 不 能 确定 
由 于 Ag 是 “ 纯 应 变 之 差 , 无 旋转 因素 在 内 ”。 所 以 在 
措 述 质点 由 两 个 时 刻 应 变 状态 的 应 变 张 其 求 AE 时 ,应 
把 这 两 个 时 刻 的 应 变 张 量 旋 转 到 同一 方位 再 求 差 , 例 如 
求 1 二 时刻 的 应 变 增 量 张 量 AF, 它 为 
AR, 一 Er —E. (37) 
其 中 EE, 为 所 时 刻 的 应 变 张 县 ,本 + 为 将 11 时刻 的 应 变 
张 量 也 +: 旋转 一 Aca 钊 后 的 张 量 (Er+: 亦 相当 于 把 描述 张 
量 的 空间 固定 坐标 系 旋转 Ac 第 后 表示 的 张 量 E311), Ax 
为 质点 在 皇 一 5+1 一 加 期 间 所 旋转 的 角度 。 
之 所 以 需要 将 也 + 旋转 ,是 因为 质点 在 扣 时 刻 与 
t+ 时 刻 处 于 不 同方 位 , 见 附 图 12.2, 即 质点 5 线 元 ) 相 对 空间 固定 坐标 系 (ozyz) 的 方位 不 


附 男 12.2 
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同 。 对 于 同样 的 应 变 状 态 , 因 其 质点 相对 空间 固定 坐标 系 的 方位 不 同 , 其 应 变 张 量 亦 不 同 
(注意 ,这 里 所 说 的 张 量 不 同 , 是 指 张 最 亡 的 分 量 s, 不 同 ,不 是 指 代表 整个 张 量 卫 的 本 
身 ), 而 AE 是 时刻 质点 所 处 方位 上 “ 纯 应 变 之 差 *, 故 应 消除 E,+: 中 因 非 变形 因素 一 一 
旋转 所 造成 它 与 其 处 在 时 刻 方 位 上 应 变 张 量 分 量 之 差 的 部 分 。 

如 果 一 个 质点 ,从 变形 开始 :二 到 一 记名 个 时 刻 上 ( Bp Ai =4 i Ms= bt 
1 一 本 的 应 变 张 量 增 量 AE1, AE,,… ,AE, 以 及 旋转 角度 Aq, Acs;*… ;Aa 已 
知 , 求 1; 时 刻 的 应 变 张 量 记 41; 则 须 将 历史 上 该 质点 所 处 各 个 方位 上 { 见 附 图 12. 2) 的 应 
变 张 量 增 量 AE, 均 旋 转 到 质点 现在 (x+ 时 刻 ) 所 处 方位 上 进行 相 加 , 即 相 当 积分 起 来 : 


En 一 >)AEL 一 AEL 十 AE 十 … 十 ABLE 十 … 十 AE+ 《38) 
:一 1 


其 中 Bid 是 将 张 量 AE; 旋转 cx 角 , 亦 相当 把 空间 固定 坐标 系 ( 标 架 ) 旋 转 一 a; 角 后 表示 的 
AE; 张 量 ,在 这 里 : 


X= SA0, 二 Bo 十 Bop 十 … 十 Bt (39) 
2. 根据 自然 应 变 率 来 求 
虽然 自然 应 变 难以 给 出 明确 的 表达 式 ,但 白 然 应 变 张 量 的 变化 率 下 的 表达 式 却 很 明 
确 , 它 就 是 变形 速度 张 量 , 见 (30) 或 (31) 式 ， 因 此 可 以 通过 来 求 下 ,但 积分 很 困难 ,只 能 
按 差 分 方法 。 
根据 E, 的 定义 (29? 式 ,以 及 AE, 的 定义 (37) 式 , 即 有 
Ex+ 一 E, 


E, = lim AE = lm C40) 
DD ap ntt fn 
将 上 式 化 成 差分 , 则 有 
ET ， — E, = EA (41) 
从 而 得 到 
En 一 El + (EL A (42) 


通过 上 上 式 便 可 求 | 时刻 的 自然 应 变 张 量 Eii。 根据 (42) 式 , 亦 可 求 得 质点 从 变形 开始 到 
之 后 各 个 时 刻 的 应 变 值 。 
在 应 用 (42) 式 , 因 考 虑 到 该 式 右边 第 二 项 相对 较 小 ,旋转 修正 影响 不 大 , 故 有 时 取 成 
En = EL 十 EAt (43) 


附录 12. 2 ”导出 柱 坐 标 系 中 的 应 变 表达 式 


在 1=: 时 刻 ,考虑 一 个 质点 及 其 附近 的 另 一 质点 ,它们 分 别处 于 附 图 12. 3 所 示 的 QQ 
点 和 位 点 ,而 Q@ 和 在 (x,y) 平 画 上 的 投影 点 分 别 为 P 和 P'. 


附加 12.3 附 图 12. 4 


现在 柱 华 标 系 (r,0,z) 中 描述 ,如 上 诸 点 在 该 坐标 系 中 的 坐标 分 别 为 
全 点 为 (rz) QQ 点 为 (xY' ,0 ,2'》 
点 为 (7,8,0) P 点 为 {7,8 ,0) 
其 中 
”=rtidr, =8-F di, x= dz {4d4) 
在 t 时 刻 Q 与 Q 间 的 间距 矢量 QQ 即 线 元 d8 为 
QQ' = 00 — O00 — ds — ds. + dzk C45) 
d$, = dre 十 rdfes 《46) 
其 中 已 .2 汪 分 别 为 > 向 ,8 向 和 = 向 的 单位 矢量 。 
到 :=z 时刻， 
原 处 在 纺 点 的 质点 即 d$ 的 未 端 -~ Q, (图 上 未 标 出 ) ,位 移 为 站 
原 处 在 对 点 的 质点 即 ds 的 首 端 -> 你 .( 图 上 未 标 出 ) ,位 称 为 部 
旬 . 和 已.' 在 (x,y) 平 面 上 的 投影 点 为 P, 和 PP,' ,和 总 在 (zx,y) 平 面 上 的 投影 矢量 为 了 
种 ', , 见 附 图 12.4 所 示 。 这 些 矢量 之 间 的 关系 为 ; 
QQ, = 六 -站 + 庆 ， 站 一 达 寸 施 (47) 
QQ ,= 六 一 六 十 站 ， DU', = We', 4 de's (48) 
其 中 多 和 多,V ww! 分 别 为 径 向 . 角 向 和 z 向 的 位 移 分 量 ;g, 和 2'i 为 在 QQ 点 即 P' 点 
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处 的 径 向 称 和 能 而 提单 位 矢量 : 
é.' 一 cosfd 有 6e 十 sn(dNes 


te 一 一 sinfdgye, 十 cos(dd)ee (49) 
a= HO) ， 了 一 Pr,gey 本 一 中 人 r,8x) (50) 
[= rd) = + 
1 = +s (51) 
其 中 
di = dr 十 Sd9 十 de 
。 而 Ev Ey 
dv = ydr 十 30d2 十 acd (52) 
d 必 = dy 十 db 十 dz 
在 该 时 刻 (==/ ), 所 考 虚 的 两 个 质点 间 的 间距 矢量 Q.Q', , 即 变形 后 的 线 元 d$' , 即 有 
QQ. = ds 
而 


QQ 一 09 . 本 OQ, 
08. = 08 + QR, 
ioa' . =08 +Ge' . 
和 由 拟 上 诸 式 以 及 式 (45)、 (477 和 (48) , 刚 推 出 
dg 一 (08 — 00) + (QQ, — QQ,) 
=ds+t DD,) + (ww {53) 


将 本 ;的 分 最 忆 和 投影 列 g, 和 es 方向 上 去 , 据 (51) 和 (52) 式 , 则 有 
PD’', =[ 十 dz)eos(d0) 一 (+ di)sin(d) Je, 


+ [G+ do)ecostdd) 十 (Ca + da)sinCdd) Jes (54) 
鉴于 costd 外 21,sin(d9}zd9; 文 据 (52) 式 d# 和 dz 为 小 量 ,在 上 式 中 咯 高 级 小 量 则 有 
= 十 divide (+ do 十 wd)es C55) 
于 基 由 式 (53)、(45) ,46)、(47)、(51) 惧 及 上 式 推出 
ds’ = Cdr + di — bd)e, 十 (rd + dz + udd)es + Cdz + doik (56) 


将 (52) 式 代 进 上 式 , 再 求 d48' 的 平方 ,同时 认为 位 移 的 各 分 县 及 其 它们 的 偏 导数 是 与 dr、 
dg.ds 的 同 组 小 量 。 栈 去 d$' 平 方式 中 的 四 级 小 量 , 并 减 去 ds 的 平方 , 则 有 
(dS) — (dS) =d5 + ds" — dS :ds 
一 2 天 人 dm) 十 2 二 风 十 长 )72(d0)2 二 32(da: 十 


WwW_ 了 Ww lw 
ve rdrde 十 2( 十 dz 十 


十 
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十 2( 汉 十 各)drdz 
根据 有 限 应 变 张 量 记 == {a6} 的 定义 (参见 (2. 38) 式 ): 
(CdS) — (dS): =d$ :EE:ds 
=28, (dr)? 十 2ewr: (Cd0)? 十 25.. Cdz)? 
十 derdrd6 十 dtsrdodz 十 45..drdz 
将 (57) 式 与 (58) 式 对 比 , 则 推出 


站 外 
1 | 1 
Re 3 全 | 癌 ， 
EE 
十 
3 | 全 


出 


六 
| 
请 wi ww | 一 


《57》 


(58) 


(59) 


如 上 给 出 的 应 变 表达 式 , 是 在 小 变形 的 条 件 下 推出 来 的 .因此 , 它 实质 上 是 线性 有 起 应 变 ， 
即 相 当 习 用 应 变 , (对 于 在 柱 坐 标 系 中 的 习 用 应 变 表 达 式 , 还 可 从 其 他 和 角度 出 发 推出 它 , 见 


附 图 12. 4) 


在 如 上 推导 中 , 如果 不 略 去 高 阶 项 , 则 可 给 出 在 福 坐 标 系 中 的 有 限 应 变 表达 式 ( 因 太 


繁 , 这 里 从 咯 )。 
当然 , 按 如 上 办 法 亦 可 导出 在 球 坐 标 系 中 的 应 变 表 达 式 。 


附录 12. 3 ”导出 柱 坐 标 系 中 自然 应 变 率 的 表达 式 
直角 向 卡尔 坐标 系 Cxyz) 与 柱 坐 标 系 (r9z) 之 间 的 关系 ,如 附 图 12. 5 所 示 。 


附 图 12.5 
一 、 两 种 坐标 的 关系 
| 一 os f te! y 
£ = rsing,， 工 
第 二 名 = 二 
由 上 式 可 得 到 
Bg 工 
到 二 了 一 Cosp 
Ea 
ja 一 过 = Sn 
a 一 一 点 一 一 工 sing 
WB 工 1 
ay 一 7 一 ose 
二 ,两 个 坐标 系 中 速度 分 量 之 间 的 关系 
速度 y 在 直角 泽 标 坐标 系 zyz 中 表 成 
yy 一 到 十 vi 二 wh = vwie, 
其 中 


二 wv 二 Vv V3 一 名 《三 个 坐标 辖 向 速度 分 量 》 
在 zyz 坐标 系 中 应 变 率 张 量 王 , 据 (12. 97) 式 为 


_. - - 1 do de; 
也 一 fe} LH Ey 一 2 Caz, 十 az,” 
其 中 Xl 二 让 ， XA 二 YY ， 二 z 


(60) 


(61) 


(62) 


C63) 
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速度 v 在 rs 坐标 系 即 zw yw 系 ( 见 峙 图 12.5. 和 为 取 在 QQ 点 的 局 部 坐标 系 ) 由 表 成 


"ot od tk C84) 
其 中 
jv 一 为 全 向 . 角 疝 和 z 向 分 量 ) 
[一 训 ，2 一 间 ，2 一 尼 (为 径 向 . 角 疝 和 xz 向 单位 矢量 ) 
两 坐标 系 中 办 向 单位 矢量 的 关系 
je: = re = costi + sing} . 
1 一 让 二 一 sn 用 -二 osp 六 6 一 (657» 


在 两 个 坐标 系 中 速度 分 量 之 间 的 关系 
六 = wos — vsing 一 Treosl — v'sing 
va = Yo vsing + vost = o'sing i+ ve' cosd C68) 
| = Ww 二 


利用 上 和 式 和 (617 式 ， 


2 _ 
30 ”到 一 算 d Cocosp asin 的 
一 人 (pr COs8 一 wpSint) 。 Ea 十 已 (teos8 一 Yeslnb) 。 站 
Er 机 ar WB 的 开 
-| 和 一 cos 有 一 2 cosg + (vsing 十 vecosd) 2 
| | or sing 
| — i co 一 Tsin nO) 汪 
1 8 党 
| .Cvsin0 二 wosd) 
BTl dr 
=| i 十 ecosd| cosg — (UCOsH 一 vasinf) 2 
一 | sn 十 yc os0) Sing 
| Hs _ dw — dog _. dw sing 
| dr Br Mr 
| am 了 asi 
| 天 一 2 yn + vosp) 
E 9 ， Ed 
| = sing + vcost)} * 区 十 0 (rsing 十 recos 的 。 ay 
' Bo. , cos 人 
| 一 | 下 sing 十 ai + forcosp 一 tsin0) « 7 
| jo 
+| 号 一 sing 十 Sco cosgj 2 
和 入 _ 
Je yO vssind) 
_ Pe sing| Si — Cvsind 十 vrostY —— 2 


内 Ea 
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1 | 训 r ug ， 1] cos8 
十 | Bos "ind| 
Ws _ bw dy dw cosd 
drs dy or + nO > 
ur 此 zz 加 QU _ 
人 Ors dk ” dTs de ’ Ts 


三 ,在 ”9z 坐标 系 中 的 应 变 率 张 重 


根据 式 (63), 可 以 给 出 从 zyz 系 到 xz yz (好 yz) 系 的 变换 系数 张 量 


| cosg sing 0 


A= fan} = | 一 sing cosd 0 
| 0 0 1 
则 从 ze 系 的 应 变 率 张 晤 下 变换 成 rbz 系 的 应 变 率 张 量 已 为 


E_ Ep "Ey 


E'= {Es} 一 Ep Epp Eg 
Er Ep Err) 
一 AAA.E.AL 
一 (aanEu} 
再 利用 (68)、(63) 和 {67) 式 , 便 由 上 式 求 得 
| pe, 
| To 
: ww 1m 
sw 一 7 为 
- 并 Bo he Ww 
EH 一 2 Cy + yy -2 
= i at ， 中 ， 
fx t x 
: ll 
Eg — gC 攻 十 了 e? 
;ww 
Re 


这 就 是 症 柱 化 慰 系 中 自然 应 变 率 的 表达 式 。 


C67) 


C68) 


C69) 


同样 按 此 方法 ,可 以 求 出 在 球 举 标 系 以 及 任意 正 交 曲线 坐标 系 中 的 应 变 率 的 表达 式 ， 


附录 12. 4 ”导出 柱 坐 标 系 中 习 用 应 变 的 表达 式 


一 , 按 附录 12. 3 中 的 方法 
由 《12.54.1) 可 知 , 习 用 应 变 E* 在 直角 稍 卡 尔 坐 标 系 中 为 
E* = {Es} = {6,)} 
1 
= ay, + a ~ 3,1+ a 
上 式 与 (63) 式 在 形式 完全 类 同 , 若 将 :上 看 成 wm, 则 同上 面 完全 一 样 ,于 是 按照 如 上 的 同样 


办 法 便 可 求 得 在 柱 坐 标 系 的 习 用 应 变 表 达 式 为 ， 


开 
生 一 — 
Er 二 
A 
人 一 + 六 
本 1 1 bh, az th 
hey 十 广 > ) 
1 ,ar he (70) 
二 _ rr ei 
1 13。 ig 
条 一 一 — 
外 二 (证 ? 
型 
生 一 
E26 一 


其 中 心 .wm 分 别 为 位 移 的 径 向 、 角 向 各 x 向 的 分 量 。 上 式 就 是 习 用 应 变 在 柱 坐 标 系 中 的 
表达 式 , 它 同 在 附录 12. 2 中 给 出 的 表达 式 (359) 完 全 一 致 。 

同样 , 按 上 述 方 法 , 亦 可 导出 习 用 应 变 在 球 坐 标 系 各 任意 正 交 曲 线 坐 标 系 中 的 表达 
式 。 

二 、 按 几何 方法 

习 用 应 变 , 它 为 小 应 变 ( 即 无 限 小 变形 ), 导 出 它 在 柱 坐 标 系 中 的 表达 式 , 下 以 采用 几 
何方 法 。 附 图 12.6 给 出 了 一 个 微 元 体 在 径 癌 、 角 河和 z 向 的 变形 和 作 图 。 

从 图 之 (a) 看 出 , 原 长 度 为 rd8 的 元 素 a 5 移 到 ay ,长 度 成 为 (r 十 Yd6. 因 画 由 此 引起 
的 角 浊 ( 切 向 ) 应 变 部 分 为 


% rd8 
男 一 方面 ,从 图 之 忆 ) 夏 出, 角 向 位 移 吉 之 变化 所 引起 角 向 应 变 之 增 量 为 


rd ww 
r 


由 恕 上 两 式 便 得 到 角 向 总 应 变 
ew 二 编 十 吏 二 一 十 


前 应 变 sw 等 于 图 之 (ec) 所 示 的 角 改 变量 的 一 半 , 即 
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Up 


Eg= Lea't 一 Lcabd) = 2 (全 站 十 2 一 子 ) 
上 式 中 的 第 一 项 来 自 和 向 位 移 在 角 向 的 变化 ;第 二 项 来 自 角 向 位 移 在 和 翁 向 的 变化 ;最 后 一 
项 的 出 现 是 由 于 线 元 a'c 斜率 的 改变 ,而 这 种 改变 是 来 自 它 绕 通过 O 点 轴 的 风 体 旋转 ， 
参照 图 之 (d) 有 和 (e)， 可 中 推出 
到 
1 fd (de 
Eg “~ Bi A 
2 | rda 十 dz 
if1 Bh, 3 
一 [ 避 | 
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- 


dz 1 dr 


一 


Br ot, 
1 Ez 《7 ) 中 
r 
L 


至 于 zx 向 正 应 变 分 量 当 然 同 直 间 人 笛 卡 尔 坐标 系 中 的 一 样 , 即 


Es 一 
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上 


附 表 12.1 单位 物质 (元 素 ) 的 物性 常数 


ln 


物质 | 南座 wims) | 体 名 强人 竹 模 晤 | 线 联系 歼 | 点 阵 比 热 | Debye 温 度 | 嫌 点 
eo( lO IK) | Cmol * Ky Bp(K) Tu(K) 
3 Li 0D. 539 | 由 352 士 17 453, 69 
4 Ee 1. 843 111.0 11.5 14. 64 tt60 上 1527 
5 BB 2.464 182: | 8.3 10, 54 1315 | 2498+75* 
6 世 (g} 石 时 2. 283 34. 47" 3.8 士 3.1 8. 62 402 士 11 4100 
Cd 金刚石 3. 353 556.0 | 1.19+0.01 6.02 2240 士 5 
11 Na 0.968 6.74 | 70.6+0.6 25. 65 157 土 ] | 3704 9 
12 Mg 1.736 35. 4 25.7 土 0.7 23. 51 396 士 54 922 
13 Al 2. 698 76 23, 1+0, 5 22.93 | 423 士 5 933. 2 
14 枉 2. 327 97.9 ,3,07+0.07 19, 33 547 士 11 1685 
15 Ptw} 折 硕 2, 213 4. 78: 124.5+0.5 20.84 | 193 317,2 二 0. 2: 
Ptr) 红 济 2, 350 19 ,5 全 66.5 17. 82 325 
P(b}) 早 殉 2,693 31.03 
16 SE | 1l8.2 | 64.140.1 19.20 250 
19 K 0. 857 3 3 83.0 26., 28 89, 4 士 0. 5 336., 4 
加 Ca 1. 530 16.7 22.4 士 0. 1 24. 34 234, 0 土 5 1112 
21 Sec 2. 985 55.1 ,10.0 22, 05 470 二 80 | 1608 
22 3. 988 107 8. 35 士 0. 15 23.77 42645 | 1167 
23 V 6, 090 157 “8.3 21.76 | 326 士 54 2175 
24 Cr ?7,191 lBb2 .4 22, 5 598 士 32 2130 
25 Mn 7. 467 92.6 22, 6 七 0.3 23, 18 418 士 32 980 
26 Fe 7. 871 166 11,.7 23,10 457. 12 1809 
27 Co 8. 810 190 | 12.4 22, 97 452+17 ， 1768 
28 Ni 8. 903 183 | 12.7+0.2 23, 35 427 士 14 1726 
29 Cu 8. 932 137 16.7 土 0.3 23, 64 343 士 2 | 1456.5 
30 Zh 7. 134 58.3 29,7 23. 89 316+2 892, 65 
31 Ga 5. 903 58.2 18.1 土 0. 2 25.10 37 | a02.9 
32 Ge 5. 315 75,.2 5. 75 22. 80 318 寸 22 1210.4 
33 As 5. 781 63.2 | 4.28+0.42 24, 60 236 | 885 
34 Se 4. 802 9.276+ | 36.9+0.1 24, 85 151.740.4| 490 
37 Rb 1. 524 2,3 88.1 土 1. 9 26.36 1 54 士 4 312 
38 Sr 2. 582 11,6 20 24, 85 1474+1 | 1043 
39 YY 4. 472 41,5 12.0 23. 22 368 士 32 | 1752 
40 Zr 6, SO6 35. 3 5. 78 士 站 07 24.64 i; 289+24 | 1136 
41 Nb 8. 579 171 7.07 士 0.05 22. 43 241+13 274 
42 Mo 10. 221 263 4, 98 士 0. 15 23. 05 459 士 1] 2890 
43 Te 11. 349 303 | 6 22. 59 351 | 2443 士 30 
44 Ru 12. 350 311 9. 86 0. 27 22. 58 600 2700 
45 Rh 12. 410 287 8.4+0.1 23. 30 480 土 32 2233 
本 Pd 11, 983 193 11,5 士 04 22.43 283 士 18 1825 
47 Ag 10. 503 103 18. 3 士 六 24, 27 228 士 3 1234 
48 Cd 8. 647 52.9 30.6 士 1.3 24. 37 252 士 由 294.18 
42,0 31,.4 土 1.4 108 士 0 3 | 499.76 
21.2 169+9 505. 06 
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56 Ba 
57 La 
58 Cetry 
59 Pr 
B50 Nd 

61 Pm 
62 Sm 
63 Eu 

人 4 

65 Th 
66 Dy 
67 Ho 
8 Er 
9 Tm 
70 Yb 
?1 Lu 
72 Hf 
73 Ts 
TW 

75 Ke 
Th Os 
77 1r 

?78 Pt 

79 Au 
BO Hg 
Bl Tl 
申 Pb 
83 Bi 
晶 Po 
B87 Er 
B88 Ra 
B89 Ac 
50 Th 
91 Pa 
2 UI 
y3 Np 
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11. 864 
11. 341 
9,.7907 
9. 277 
3. 035 
3. B26 
10, 062 
11. 725 
15, 372 
18k. 087 
18. O81 
19. 818 


-人 


体积 弹性 模 量 
KCGPa) 


mm 上 
“> = 
” 克 


r 
Do mm: E 
和 


和 
Ee 


109 
193 
310 
365 
420 
363 
283 
173 
28. 
35.7 
生生 了 
33,6 
27" 
2 
T3,， 下 
25 
57. 了 
了 8 


线 胀 系数 点 阵 比 热 ” | Debye 温度 
mt10-57K) | CodUymal KY) BoCK) 
10,9 25, 02 150 
16, 77 士 0. 03 25. 36 141 士 12 
97 27, 41 40 士 5 
18.8 士 总 25.19 110 士 1.8 
10.4 22.97 | 142 士 3 
8.5 | 24.85 146 
6.79 20. 38 85 土 1 
9. 98 24. 60 159 
| 和 9. 24. 06 158 
| 10.4 25, 77 116 
33.1 25. 0 127 
828 33.35 179 
10.3 26. 02 150 
10.0 | 25.15 172+35 
10.7 | 19.20 | 114+7 
123 | 23.93 | 134 二 10 
13,3 20.79 | 127 二 1 
24.96 十 0. 04 | 24.35 | 118 
8.12 | 23.85 | 20 
6.01 士 0. 16 24. 59 256 士 5 
6. 55 士 0. 05 23. 39 247 土 13 
4. 59 二 0.03 23. 89 388 士 17 
6. 53 士 0.06 24, 60 429 士 22 
4.? 士 九 1 24, 64 50b 
6.63 直 0. 12 24,23 425 士 5 
8. 95 士 0 05 23, 35 234 士 1 
14.1 二 0.1 24. 23 165 士 1 
61 24. 31 ~ 
| 29.4+10 | 24.06 88 士 1 
' 29.0+t0.3 | 24.02 102 士 6 
13. 和 1 士 0. 09 25, 61 119 士 ? 
23.0 士 1.5 25.48 81 
102 26. 57 39 
20.2 25. 69 89 
14.9 24. 02 124 
11. 2 十 0.4 15, 56 170 
7.3 26.15 159 
12.6 士 0. 4 23.72 200 
27.5 .56 121 
55 .77 


培 点 
TK) 


304 
?722. 95 
301.8 

1002 

1.34 

399 

1068 

1128 
1308" 

1130 

i080 

1533 

1560 

1657 

1701 

1795 

1818 

1033 

1936 

2013 

3260 

3653 

3453 

3323 

2716 

2043 

1336 
234. 326 

S77 
é00, 45 
Sd. 52 

S19 

297" 

Ek 

1323 士 50 
1636 
1698* 
941 

910 土 字 

313 士 二 


附 表 12.2 ”密实 介质 的 雨 员 纽 参数 


介 拨 Am | ofmmAs) | wimps) 上 压力 范围 (Mbar) 

2024 吊 (AMCu/Ma/Mn, 93. 4/1. 3/ 5 5. 33 5. 328 1.338 一 .2 
32 锡 (AI/CW/Si/32. 073. 3/2.0/ ;2 g33 5. 04 50 :1.420 -1.20 
铜 (Cu) 8. 930 3.9y | 3.9]  ， 1.489 一 2. 40 
铁 (Fe) 或 1018 钢 7.850 3570 | 3.571 | ,920 1 ~ 9.70 
负 巾 合金 {Uj/Mo97/3) | 18.450 2. 56 2.565 | 1531 | 3.50 
收 {Be) 1。8&51 3. 00 7 908 ,112+ ~0, 80 
镜 (Mg) 1.740 .9 +4. 482 1. 263 0.80 
31B MA Mn W310, :1 780 4.32 4. 32 2 0.70 
钛 Ti) | L528 5 和 220 0.767 | ~1.06 
系 (Zr) 6.503 | dT | 3.757 1.018 ~0.40 
输 (HI) | 12.885 3. 950 2.054 1. 121 ~0. 60 
钒 LVY) 6.100 人 5.08 5.D77 | 1.201 ， 
蚀 (ND) 8, 586 中， 4. 438 ! 1. 207 一 1.80 
乌 tTe) 16. 654 3. 41 3.411 | 1,200 一 
馈 4CD) | 7.117 5,17 3. 273 1. 473 ~ 
钼 iMo) 10. 206 5.12 | 512l 1 1.233 ~ 2. 0 
钨 (WW) 19. 224 4. 03 4. D029 | 1.337 一 2. 了 
圩 Re) ， | 21.020 .18 4. 184 1. 367 | 一 2. 80 
键 1(Rh) 1 12.428 4. 81 4. 807 1.376 | 一 ].50 
把 (Pd)} ， 1.991 3. 95 3. 9 人 1. 588 一 ?1 
以 CIr) 22.484 | 3 3.916 1.457 | 3.00 
秩 ({Pr} 21. 419 3. 60 5388 | 1.544 | 2.70 
左 花 硅 3.12 | 30 #00 0. 95 | -1.10 
碳 伦 忽 15. 020 92 4. 92 1.338 | ~2.00 
304 而 全 名 (Ee/CY/NYMn/SiC88/ 7. 9896 4, 37 4. 567 1. 490 ~1. 90 
RTV 一 521 硅 栓 胶 | .72 0.33 ! wag | 2604 -0.55 
商用 氢 耳 橡胶 Td39 |， 2 2,785 1. 419 0. 18 
束 神 胶 ( 高 密谋) 1.010 | 0.85 0.852 | 1.865 ~0.1: 

{ 低 密度 ) 0.77 DB7 | 0.875 1. 432 ~—0.10 
千 乙 燃 ( 低 密 诬 ) 0. 915 2. 90 ] 2.90E | 1.48 | .0 
聚 氮 酷 CPR1009-78) 1. 265 2.49 | 2.486 | 1.577 一 0, 1€ 
聚 蓉 乙 顽 | 00 | 2.75 | 2,746 | 1. 819 ~0.14 
便 赛 特有 机 艾 璃 (丙烯 酸 树 珊 } 1381 | ‘a2 | 9.260 1.816 ~0. 25 
普 莱 克 斯 有 机 医 斑 ( 商 烯 酸 树 栈 ) 


焉 Pratl) anatmmips) | elmipsy 压力 范围 (Mbar) 
石 腊 2. 6 
环 气 塑 料 (828EPDN7 乙 二 受 100714》 1. 198 2. 68 2.678 1.520 一 0 2 各 
聚 气 乙 烯 (CEPDN ) 1. 681 1. 93 1.352 1. 660 ~0. 20 
酚 梧 树 醒 塑 料 1.370 | 2.85 2,817 1. 404 ~0. 65 
某 气 基 塑 料 (PheNoxy》 1.178 2. 27 2. 266 1. 698 ~—0. 26 
耐火 酚醛 塑 料 1. 644 3. 02 3.016 1. 003 1.20 
轴 0 2,178 4. 05 4.052 | 1.486 一 0.75 
环 氧 铜 盟 料 (CuO44AEPoxy56) 170 | 2.1! ! 110 1. 767 ~0.70 
迈 尔 马 斯 {MclMac) : 3.50 3. 506 1. 213 一 18 
认 四 氢 乙 煤 1, 819 一 0. 27 
米 卡 塔 塑料 (Micarta} ~0.70 
隘 泌 政 现 ( 匹 荔 保 板 正 璃 ) ~0.60 
其 中 unm i 风 初 如 音速 
附 表 12.3 一些 非 金 属 及 部 分 金属 和 合金 的 雨 贡 纽 参数 
介 奈 protg/ emi) un (Mm /Ls) 压力 范围 (Mbar) 


韭 爹 届 周 体 介 质 


磋 (C) | 1.7~2.2 2 34 2.38 0. 215 
0. 816 0. 576 >>0.215 


| 
| | 
碘 (1) ,93 1. 35 1.70 0. 03~1, 100 
硫 !S) 2. | 2.2 | 1.9 .DE 
2.2 0.8 

Csbr 443 | 3.1 | 0.3 0. 146 一 0 328 
CsCl 3.95 | 2,2 0.5 0.06~0. 318 
KCl 1. 98 1.8 1.8 0. 0 一 0.229 
KF 2.49 2.4 1.6 0.117~0. 266 
KL 3.1 1. 名 1.4 心 110~D. 278 
Libr 3. 30 2.6 1.4 0, 136~0, 300 
Licl 2.05 4.1 : 1.5 0.121~0. 263 
LiF 2. 62 5.0 1 0.155~0. 331 
Li 4.01 2.8 0,9 0. 205~0, 320 
Nabr 3.16 2.6 1.3 0. 058~0, 305 
Nacl 2.15 3.4 1. 37 0. 052~0. 791 
Nal 3.64 2.0 1.6 0, 134~0. 312 
RbBr 3.30 1.4 1.6 0.112~-0. 286 
RbCi 2.70 1.5 1.6 9. 109~0. 268 
Rbl 3, 50 1.4 .3 93,117~0. 279 
了 3.51 0.01~1. 000 
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天 


压力 范围 {Mbar} 


干冰 
砂子 
PMMA 

大 理 石 

花岗岩 

石 谱 石 

国 关 有 机 玻璃 桥 
Phr2ro, 52-TiO, #503 
混 杉 土 

水 (HsD》 

己 柱 (CzHsOHD 

到 气 化 右 (CCi 

甲 茶 (CHsCsHs) 

甘 调 

甲醇 

液 半 扬 

n- 戊 柱 

乙醚 

Css 

喝 烷 

确 基 甲 其 

再 酷 


1.46 
].35 
1. 33 
1, 32 
1.63 
1.43 
1.88 
3. 0 
1.318 
1.70 
1 80 
1 .5 和 0 
.60 
1.60 
1.50 
i, 0 
1.50 
3.50 
0. 90 
1.40 
1.30 
1.40 


0. 053~0. 631 
0. 007~0. 120 
0. 017~—?. 000 
~0. 130 
0. dD 
~0.16 
~0., 100 
0, 02~— 4. 930 
一 0. 站 
~1.140 
0. 046~0. 110 
.074~0. 171 
0, 052~0, 122 
0.076~—0.170 
0.047~0.110 
0, 0296~—0. 404 
0. 05~—0.116 
0. 041~0. 860 
| 0.059~0.130 
0. 041~—0. 360 
0. 065~ 0.152 
0.046~0. 106 


尺 {Hgy》 


Pn0 lB/ Cm) em Cmm/ ps) 
1.54 2,16 
1. 65 1. 30 
1.18 2.74 
2, 70 4. 00 
2.63 2. IO 
2. 60 3. S50 
1.B4 2.87 
7, 58 1. 6 
1.16 2. $36 
1.0 1.70 
D, 79 1. 6% 
1. 0 4. 50 
0, B88 1. 30 
1 225 2, 4 
0. 80 1. 80 
0. 808 1. 80 
0. 81 2.9 
0, 70 1.70 
1. 28 2. 疾 
个 1. wm 
1.17 2. 2 
日 8 1. 斩 
部 分 金 赂 元 紊 和 合金 
13, 933 1, 450 


2.20 


[ 9.20~1.41 


由 (Pb) | 11. 3 | 2, 028 1 ， 1.517 | 1 一 4.25 


银 (ABE) 


锐 (Sb} 
锭 (Te} 
畦 (Th}) 
尽 (2n) 
寓 cSn) 
柄 (Cd) 


铀 {In》 
圈 CBi) 
销 fCo) 
爹 (Au} 
悍 (K) 
铺 (Na) 
后 (LY 
黄 铜 

征 德 合金 


pmotR/cm) | amotmm/ps) 
10. 49 3. 300 
10. 49 3. 243 
6. 6 2. 000 
11. 34 1, B59 
了 |， 88 2.132 
7.14 | 3.2 
?7,28 2. 6640 
8.64 | 2.65 
8. 64 | 3 
7.27 3. 27 
9.8 2, 0 
3. 82 4. 748 
19.3 3.15 
0. B56 2. 000 
0. 97 2. 55 
站 53 4. 45 
,41 9. B80 
D7 2, 31 


只 表 12.4 ”金属 的 雨 贡 纽 参数 


| 压力 范围 (Mbar) 
0, 322 一 1.56 
0. 252~1. 20 
0. 218~1. 55 


让 27 了 一 站 557 


0. 35~3. 30 
0. T75 一 .3 
0. 36~ 3$, 50 
D. 218~0, 138 
0. 218~0D, 414 
由 35 3. 30 
.246 1. 6 
0. 90 5, 20 
.033~0, boo 
< 0, 970 
.06~0. 400 
总 224 一 1 人 
0, 15~ 0. #0 
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习题 
12.1 常用 的 届 服 准则 有 上 儿 个 ? 它们 分 别 是 ……。 导 出 这 些 准 则 在 二 平面 上 的 表达 式 , 并 作 图 . 


12.2 指出 儿 种 上 典型 的 塑性 本 构 关 系 ,并 说 明 它 们 的 适用 范围 。 
12.3 人 小 量 ) 有 下 式 成 立 


一 一 me a 
i 本 党 ) < 寺 ( 基 十 蝇 


12. 4 写 出 有 限 应 变 、 习 用 应 变 、 自 然 应 增 量 .应 变 率 的 表达 式 。 
12.5 证 明 应 变 张 量 的 第 二 不 变量 外 可 以 写成 


le eta 


| Gay Er | 
el eee | 531 E33 | Es Ea 

12.5 对 于 连续 介质 体 的 均匀 有 限 变 形 的 位 务 由 和 = 加 j 式 , 给 出 ,其 中 4 = const ,确定 体积 变化 
率 册 的 表达 式 。 

如 果 4 很 小 ,和 可 以 化 成 何 种 形式 ? 

12.7 线性 小 变形 ( 即 发 生 的 为 可用 应 变 7 的 位 移 , 由 下 式 给 出 


1 二 4T1 一 > 十 3z3 


全 lz 


8 = 


Ws 一 Tl 小 了 zz 


一 323 十 4za 十 4rs 
话 确 定 应 变 的 主 值 和 主 方向 。 
12.8 对 于 在 体力 六 和 而 力 ti 人 
or 一 | Femay. 


等 于 外 力 储 功 的 一 半 

12.9 利用 上 式 的 结果 ,证 明 对 于 线 弹 性 体 的 弹性 静 力 学 解 是 唯一 的 。 

12.10 一 个 能 性 一 理想 塑性 的 答 形 梁 Celastic-perfectly plastic rectangular beam)? 受 纯 前 的 不 凌 载 荷 
《两 端 加 上 栖 官 4 ,如 图 未 ) .利用 荷 支 梁 理论 (simple beam theory) ,确定 端 如 栖 矩 4, 假定 渠 的 弹性 区 
为 [ 一 eye ]; 见 图 孙 , 梁 的 宽 义 为 5, 序 度 为 2c. 


Tt 


题 12.10 


(提示 :时 的 这 遇 按 身 率 半径 很 大 的 国 弧 , 中 性 线 x 轴 长 短 不 变 , 但 中 性 钱 以 上 梁 的 纤维 在 zx 向 受 拉 ,之 
下 的 纤维 x 向 受 压 。) 
12, 11 对 于 上 题 所 述 的 梁 , 和 车 弯 曲 到 中 性 钱 zl 的 上 下 均 达 到 局 服 应 力 Y,{ 这 是 一 种 理想 的 极限 情 
襄 ) ,在 垂直 x, 截面 的 诬 力 如 图 (a) 所 示 ,然后 完全 去 掉 所 加 前 弯 矩 M ,确定 务 载 后 在 垂直 x, 截面 上 的 
应 力 { 即 残余 应 力 residual stress) 分布。 
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(Ca) hb) {c} 


是 12. 11 
‘提示, 所谓 务 载 就 是 要 消除 (中 相当 减 去 ;在 和 毛 直 x 轴 的 截面 上 所 分 布 的 应 力 .但 由 于 这 要 “ 减 去 "的 应 
力 所 产 生 的 力 短 要 等 原 圾 上 的 力矩 , 帮 这 个 减 去 的 应 力 即 阐 性 恢复 力 为 加 5b) 所 示 音 .图 避 ?为 销 除 的 结 


果 一 一 残余 应 力 。) 
12. 12 ”一 个 厚 屠 的 圈 管 (相当 炮 管 .内 部 承受 压力 产 ,外 部 自由 ,如 男 5a) 所 示 。 负 管子 很 长 ,两 端 
自由 , 试 按 省 赛 斯 屈服 准则 ,确定 管 辟 首先 达到 屈服 时 的 内 压力 产值 


题 12.12 
售 假定 管子 两 端 封 闭 . 试 分 别 按 窗 赛 斯 局 服 准 则 和 届 斯 卡 届 星 准 则 .确定 管 幢 首先 达到 届 服 时 的 


内 压力 疡 的 值 
12. 13 有 ~' 个 特殊 形式 的 广义 麦克 斯 威 粘 弹 模 型 如 图 所 示 . 试 确定 该 模型 所 对 应 的 应 为 应 变 美 系 


式 。 


是 12.13 - 


12.14 一 个 如 图 (a) 所 示 的 特殊 粘 弹 模型 ,以 常 应 变 率 上 = ai=ceonst 拉 信 ,如 图 tb) 所 示 的 拉 仲 . 
试 确定 在 此 上 应变 加 载 下 的 应 力 ， 
12.15 对 一 个 弹性 羊 无 穷 空间 体 .在 原点 人 处 作用 一 个 集中 载荷 ,如 图 所 示 , 其 径 向 应 力 为 
gr = pin Ll ~ Pots) 一 有 rz) 


其 中 = 和 有 是 已 知 画 数 。 
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题 12. 15 
如 果 访 弹性 体 为 开尔文 粘 沸 半 盛 穷 空 间 体 ,在 请 二 证 [90)] 作用 下 . 试 按 对 应 法 则 殉 定 径 向 应 力 
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第 十 三 章 ”应 力 波 理论 基础 


应 力 波 理论 是 描述 材料 在 爆炸 与 冲击 作用 下 喀 应 的 最 佳 手段 之 一 。 在 当今 的 各 种 武 
器 研制 .地 下 核 爆 , 反 和 防 帘 防 .工程 巢 破 、 煤 炸 加 工地 震 预 报 、 地 质 探 矿 等 ,以 及 高 应 变 率 
下 材料 本 构 研 究 中 ,应 力 波 都 具有 举足轻重 的 地 位 ， 随 着 科学 技术 的 发 展 , 它 将 显得 越 来 
越 重要 . 


13. 1 强 脉 冲 载荷 与 应 力 波 


在 前 一 章 记 研究 的 动 载 国体 人 处理 方法 中 ,除了 流体 弹 彰 性 和 高 压 下 的 固体 模型 之 外 ， 
都 是 对 于 中 等 强度 以 下 的 动 载 ,因为 在 所 述 的 方法 中 均 只 考虑 了 部 分 的 时 效 。, 然 而 实际 问 
题 中 , 特别 是 对 于 煤 炸 与 冲击 所 涉及 的 却 多 为 瞬时 强 脉 冲 载荷 (intensive impulse 
loading) , 肥 强 动 载 。 显 然 ,以 前 的 办 法 不 能 解决 问题 ,除非 掖 流体 弹 塑性 模型 等 进行 数值 
解 。 

所 谓 动 载 , 就 是 随时 间 变 化 的 载荷; 而 强 动 载 , 即 强 脉冲 载荷 , 则 是 峰值 高 而 变化 急剧 
的 载荷 。 强 动 载 的 造成 的 现象 与 静 载 或 准 静 载 所 造成 的 现象 截然 不 同 。 

13.1.1 强 动 载 造 成 的 现象 与 静 载 ( 准 静 载 ) 造 成 的 现象 对 比 

为 了 打 蕉 传统 观念 ,更 好 地 理解 动 载 ( 指 强 动 载 ) 造 成 的 现象 与 静 载 ( 准 静 载 ) 造 成 的 
现象 的 天 洲 之 别 , 现 举 若 二 例子。 

1. 对 于 一 块 斋 立 在 地 面 的 靶 扳 党 载 

有 一 块 危 立 在 地 面 上 的 靶 板 , 见 图 13. 1， 者 子弹 射 来 旭 弹 坟 穿 靶 而 过 , 靶 板 不 倒 , 子 


弹 打 肢 为 动 裁 过 程 。 
| 


立 13.1 
如 者 用 木 奏 去 轻 轻 地 捅 靶 板 , 靶 板 嚼 倒 , 而 不 会 出 孔洞 。 本 棍 轻 捅 为 静 载 或 准 静 载 过 
程 ， . 
2. 对 于 星 形 藏 面 简 或 有 楼 载 面 简 的 内 部 党 载 
图 13.2ta) 和 te) 分 别 为 一 个 星 形 截 而 的 简 和 一 个 外 带 模 的 简 。 若 将 简 内 分 别 装 上 炸 
药 ,爆炸 结果 简 壁 产生 了 破 弄 ,破坏 后 旦 图 13. 2(b) 和 Cd) 所 示 。 煤 炸 作 用 为 动 载 过 程 ， 
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若 将 图 示 的 这 两 个 简 内 充 高 压 液体 ,使 它们 胀 破 , 其 破裂 之 处 显然 要 发 生 在 简 训 的 最 
薄弱 处 如 44 一 线 , 而 不 会 像 爆 炸 那 样 发 生 在 如 BB 一 线 . 胀 破 过 程 为 静 载 或 准 静 载 过 程 。 


图 13.2 
3. 对 于 钢 柱 端 部 受 载 
有 一 立 在 刚性 地 面 上 的 镶 柱 ,如 图 13. 3(a) 所 示 。 若 对 钢 柱 上 上端 多 次 锤 击 , 其 上 端 变 
成 专 菇 顶 状 ,如 图 13. 3(b) 所 示 。 锤 击 为 动 载 过 程 ， 


NS AN NR 
(ay th) ‘ey 


图 13. 3 


如 若 对 钢 柱 上 端 改 为 静 压 ,压缩 结果 , 钢 柱 旦 鼓 状 ,如 图 13.3(c) 所 示 。 静 压 当然 属于 
静 载 或 准 静 载 过 程 ， 

4. 对 于 高 压 半 线 接头 的 压 接 

图 13. 4(a) 为 一 高 压 学 线 接头 ,该 接头 外 包 上 炸药, 爆炸 结果 将 氏 管 紧 紧 敌 压 在 委 线 
上 ,在 铅 管 的 端 部 44 和 288 一 线 发 生 了 闯 缩 ,如 图 13- 1(b) 所 了 示 ,. 爆 炸 正 接 是 个 动 载 过 程 ， 

如 果 不 用 炸药 而 改 用 传统 的 液压 ( 恨 若 液压 部 分 同 装 药 部 位 一 样 ) ,变形 结果 呈 图 
13. 4(c) 所 示 , 在 铝 管 两 端 无 颈 缩 出 现 。 液 压 属 于 静 载 或 准 静 载 过 程 ， 

5. 冲 拉 钢 丝 

1872 年 替 普 金森 (J. Hopkinson) 做 了 一 个 著名 的 实验 ,该 实验 开创 了 动 荔 研究 之 先 
河 , 这 个 实验 是 这 样 , 一段 惹 挂 的 钢丝 , 4 端 与 互 端 焊接 完全 相同 ,中 间 套 了 一 个 落 重 , 落 
重 从 一 定 的 高 度 落下 证 到 下 端 召 处 ,如 图 13.5 所 示 , 他 经 过 多 次 实验 , 钢 缘 均 断 在 4 处 。 
冲 拉 钢 芝 属于 动 载 过 程 。 

如 若 改 为 在 钢丝 的 B 端 静 拉 ,钢丝 断 点 则 是 随机 的 没有 规律 。 静 拉 当 然 是 静 载 或 准 
静 载 过 程 。 

当然 还 下 以 沧 出 若干 例 于 ,从 以 上 的 这 些 典 型 的 例子 看 出 , 动 载 所 造成 的 现象 与 静 载 
完全 不 同 , 突 破 了 我 们 的 传统 观念 。 当 然 这 些 现 象 亦 不 是 按 传统 的 理论 所 能 解释 的 ,然而 
应 力 波 理 论 却 能 很 好 解释 它们 。 
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图 13.4 图 13.5 


13. 1, 2 强 动 载 的 特点 

1. 短 历程 

强 脉冲 载荷 的 作用 时 间 极 短 ,一般 在 毫秒 (ms) 、 微 秒 (us) ,甚至 毫 微 秘 (ns} 的 时 间 量 
级 上 物理 莉 就 发 生 了 极 显著 的 变化 。 例 如 ,在 核弹 爆炸 中 心 , 压 力 可 在 几 徽 秒 内 实 热 上 升 
到 10'~10* 巴 的 量 级 ;炸药 在 物体 表面 接触 爆炸 ,其 压力 也 可 在 几 微 秒 内 突然 上 升 到 10 
巴 的 量 级 ;子弹 以 10 一 10mys 的 速度 射 到 靶 板 上 时 ,其 载荷 总 历时 约 几 十 微 秒 ,可 着 阐 
点 的 压力 却 可 高 达 10 一 105 巴 的 量 级 ……。 总 之 加 载 时 间 极 短 .变化 急剧 ， 

鉴于 脉冲 载 菁 短 历 程 这 种 特点 ,在 描述 介质 在 这 样 的 载 苟 作用 下 的 行为 时 ,必须 考虑 
整个 惯性 (inertia) ,而 不 能 像 在 动 载 固体 力学 中 某 些 做 法 那样 只 考 虚 部 分 的 时 效 。 

2. 本 板 方 程 与 应 变 率 相关 

由 于 强 动 载荷 的 短 历程 ,载荷 急剧 变化 ,引起 应 变 等 迅速 变化 , 即 出 现 了 高 应 变 率 ,如 
应 变 率 可 达 10 一 10: 秒 -1 ,甚至 可 达到 107 秒 -! 的 量 级 ;而 常规 实验 的 应 变 率 一 般 在 10 
~107! 秒 -1 的 量 级 , 由 于 应 变 率 高 ,所 以 在 本 构 方 程 中 要 考虑 应 变 率 , 像 粘 弹 、. 粘 塑 本 榴 方 
程 那样 。 

然而 ,在 一 般 的 应 力 波 现 论 中 ,往往 较 多 使 用 应 变 率 无 关 的 本 构 , 如 在 一 维 应 力 中 使 
用 : 一 cs) 的 关系 式 , 本 书 亦 是 刀 此 ,之 所 以 这 样 敌 , 是 因为 ;中 为 了 在 数学 上 方便 分 析 ; 
久 尽 管 应 变 率 高 ,可 是 对 某 些 材 料 , 应 变 率 仍 不 敏感 ,在 本 构 关 系 中 应 变 率 效 应 可 瞳 ;@ 对 
某 些 材料 虽 应 变 率 敏 感 ,可 是 本 构 关系 仍 可 用 a 二 ole) 近似 代替 ,但 这 时 so 二 sls) 已 不 再 
是 静 载 时 的 关系 ,而 是 计 及 一 定 程度 的 应 变 率 效 应 的 本 构 关 系 , 当然 在 应 力 菠 理论 中 亦 研 
究 其 本 构 与 应 变 率 相关 的 情况 ,但 是 设 有 像 研究 应 变 率 无 关 情 况 那 样 方便 透彻 ， 

随 着 应 变 率 的 提高 , 杉 料 的 屈服 极限 和 断裂 强度 都 将 提高 ,而 延伸 率 于 降 。 

3, 过 程 绝热 

由 于 强 动 载 过 程 的 短 历程 ,热传导 来 不 及 ,所 以 可 视 过 程 为 绝热 。 

13-1.3 ”上 应力 波 理论 具有 广泛 的 应 用 价值 

由 于 应 力 疲 是 处 理 脉冲 载 莅 于 固体 材料 响应 的 最 佳 手 段 之 一 ,所 以 近 四 五 十 年 来 它 
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越 来 越 受 到 人 们 的 重视 ,得 到 迅 盖 的 发 展 ,其 用 途 也 越 来 越 广泛 。 

1. 在 工程 技术 上 

应 力 波 用 于 地 震 预 报 和 测 景 .工程 爆 被 (如 开矿 , 探 油 , 收 路 筑 坝 等 等 )、 爆 炸 加 工 
Cexplosive working ,如 爆炸 成 形 ,爆炸 焊接 ,爆炸 压 实 ,爆炸 合成 金刚 石 等 ). 超 声波 和 声波 
发 射 技 术 ,机械 设 备 的 冲击 强 麻 . 工 程 结构 的 动态 响应 等 方面 ， 

2. 在 或 器 研制 上 

应 力 波 理论 可 用 于 解决 在 武器 研制 中 的 冲击 现象 问题 , 例如 弹片 的 形成 . 集 能 射流 、 
核 爆 与 化 爆 的 效应 与 防护 等 ;解释 高 速 撞 击 现象 ,例如 描述 微 陨石 打 到 火 稍 、 半 星 上 所 造 
成 的 燥 坏 ;解释 和 措 述 高 能 粒子 束 对 材料 的 作用 等 。 

3. 在 科学 研究 上 

应 力 波 广 泛 用 于 材料 在 高 应 变 率 下 的 力学 性 能 和 本 构 关 系 的 研究 ,动态 断裂 的 研究 ， 
相 变 的 研究 ,以 及 复合 材料 的 研究 等 。 

总 之 ,应 力 波 理 论 具有 广泛 的 应 用 价值 , 它 是 现代 声学 ,地 球 物理 ,爆炸 力学 和 材料 力 
学 性 能 研究 的 重要 基础 和 手段 。 


13.2 一 维 应 力 的 控制 方程 组 


所 亩 一 维 应 力 就 是 应 力 张 量 只 在 一 个 方向 上 的 分 量 不 为 零 ，-- 维 应 力也 就 是 党 说 的 
单 轴 应 力 ,典型 的 代表 是 简单 拉 伟 (simple tension) 。 

现 考虑 一 个 初始 密度 为 mw 、 横 裁 面积 为 4, 的 均匀 细 长 杆 , 如 图 13. 6(a) 所 示 。 杆 在 轴 
向 的 应 力作 用 下 发 生变 带 , 兄 图 13. 6(b)， 


o 8 二 dr 
~ 妈 一 - Fdx x 一 一 一- - 一 -一 一 一 
0 do 《zy ZzZ+dr I 


(aj 变形 开始 (= 0} (tb) 发 生变 形 必 =1) 


图 13.6 在 轴 向 应 方 作 用 下 的 变形 杆 
设 丁 的 各 模 截面 上 均 必 用 着 均 布 的 应 力 , 从 而 在 变形 开始 时 的 任 一 个 横 截 面 在 变形 


此 情况 下 质点 的 轴 向 速度 ,应力 o .应变 . 模 裁 面积 4 ,密度 p , 比 内 能 e 等 均 作为 轴 
向 坐标 z 和 时 间 t 的 函数 , 即 
UU) = (IT) Et), 
A= A CT) 有 一 Do 人， 一 ef 3.1) 
现在 以 村 变形 开始 的 轴 向 坐标 和 ,作为 质点 的 标记 , 邯 作 为 拉 格 朗 日 坐标 
《Lagrangian coordinate) ,各 质点 在 应 力作 用 下 的 轨迹 和 位 移 则 表示 为 
T= TR TN = KO0) (=x (13. 2) 
下 一 一 (人 一 大 一 二 一 融 《13, 3) 
将 (13, 2) 的 第 一 式 代 进 (13. 1) 式 则 给 出 
166 


v= Uv CTR = vON ,tt) 
== Trt = ot) 
gE = ECTOR) LE) = eX) 
二 有 (TKD = ACX,E) 
P= pr(TlR Lt) = POX) 
oe, (TN) = et ,1) 
质点 速度 v 、 工 程 应 变 ( 即 习 用 应 变 ) < 与 质点 轨迹 = 、 位 移 的 关系 为 


(13. 4) 


开 _ 弛 
Ta _ 
(13. 3) 
eg. lm 们 二 人 
Ox a MY 9x 
作为 初等 理论 ,假定 应 力 与 应 变 率 无 关 , 有 如 
Fo= go{e) {13. 6) 


在 以 下 的 研究 中 为 方便 计 , 使 用 拉 格 朗 日 坐标 六 \ 工 程 应 变 和 工程 应 力 s ,所 谓 工 
程 应 力 (engineering stress) 即 作用 在 一 个 变形 面 上 的 力 与 该 面 形 变 开始 时 的 面积 之 比 ， 即 


一 im, 名， 三 作用 在 面 上 的 力 3.7) 
在 以 上 的 假定 和 条 件 下 ,研究 杆 的 变形 运动 只 在 图 13. 6(a) 中 考虑 即 可 , 按 图 示 的 答 
元 ,其 动量 守恒 则 有 
PArdX -Tw do — v= [+ do) — ododr 
推出 
抽 并 和 3 (C13, 87 


这 就 是 连续 波 的 运动 方程 。 按 图 13. 6(a) ,其 能 量 守恒 则 有 
PAodX «de + FPAodK do = d(Aso0) » di 
即 
pAoddX » et Tod = A (gw)d 出 
9 得 2 ax 
推出 
de 
po = 党 (13. 9) 


这 就 是 能 量 方程 。 在 一 维 应 力 波 传播 的 研究 中 '! 一 般 不 引进 与 密度 p 有 关 的 连续 方程 ,到 
而 代 之 由 (13. 5) 式 给 出 


Ea 
a 一 训 {13.10) 


这 就 是 所 请 的 连续 方程 ， 式 (13. 6}、(13. 8)、(13. 9) ,(13. 10) 则 构成 了 描述 一 维 杆 中 连续 
波 的 封闭 方程 组 ， 
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《13. 11) 


为 了 研究 方便 ,引进 一 个 量 C( 它 为 物质 波 

速 , 允 下 节 )，, 算 义 作 
C= i (13. 12) 

在 这 里 do/de 之 0 一 般 总 成 立 ,如 图 13.7 
Ca) 所 示 。 个 别 材料 ,如 低 碳 钢 , 在 由 弹性 进入 塑 
性 之 初 的 一 小 区 眉 , 如 图 13. ?Cb) 所 示 的 AB 县 2 
:dof/de 谤 0 不 一 定 满 足 。 

利用 (13. 12) 式 和 (13. 11) 式 ( 先 不 考虑 可以 独立 这 些 方程 之 外 的 能 量 方程 ) ,出 给 出 


另外 形式 的 控制 方程 组 


5 下 


0 O 
(al 一 般 材料 简 拉 曲线 。”(b} 髓 碳 钴 简 拉 曲线 


加 下 
3 击 
《13. 13) 
3 工 .az ro 如 
相向 下 3x 
再 利用 (13. 5) 式 , 则 由 上 式 推 出 
zu dg C=C) = C= C0 (13. 14) 


13.3 一 维 应 力 连续 波 的 特征 线 解 


一 维 应 力 波 的 控制 方程 是 偏 微分 方程 ,为 了 求解 ,使 用 第 七 章 所 述 的 特征 线 解法 ,对 
于 (13 .13) 式 , 即 | 


x _w_, - > 
NR SA 
-a | 
co 六- | ., 
按 方向 导数 法 求 特征 线 解 ,将 第 二 式 乘 以 4 ,然后 与 第 一 式 加 
相 加 , 则 推出 
(NMCD 和 六) 一 01D) (党 ;并 ) 一 mw 实 一 a 时 二 0 (13.15) 


即 s 和 vw 的 偏 导 数 各 自 构 成 褒 一 条 曲线 .F 的 方向 导数 /名 与 加 /3 之 和 ,其 中 mw 和 为 
待定 系数 , ds 为 弧 元 素 : df 一 dX? 十 df* , 见 图 13.8 所 东 , 而 


人 _ J 大、 od 
轴 一 《就 : 交 ) T， 南 一 《 动 :3 了) T ， T= (qd) (13. 16) 
将 (13.15) 式 两 边 同 彝 以 ds ,并 除 以 nl 设 n 关 0, 娘 有 
mm ode du 2 了 
x ds = nd dv=0 C13.17) 


把 (13. 16) 式 代 进 (13. 15) 式 中 ,比较 系数 出 推出 
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出 dX! 


(AC) 一 | cs + ds | | 
C4,1) = 1 | 
从 而 推出 
i -ea ， dX _ ， 立 -- i-- 
1 dt! dt n 
由 上 式 和 (1. 17) 式 , 则 得 出 
dX 二 十 Cdt (13. 18) 
dv 二 土 Cde C13.19) 
利用 (13. 127? 式 ,上 和 式 又 可 写成 ， 
do 一 士 puoCdr 13. 20) 


式 (13. 18) 为 特征 线 方程 , 式 (13. 19) 或 (13. 29) 为 泊 特 征 线 的 相 容 关系 式 。 式 中 的 “十 * 表 
示 右 传 波 六 一 ”号 表示 左 传 波 。 式 (13. 12) 所 定义 的 上 为 特征 线 的 斜率 , 亦 即 连续 波 的 波 
速 。Amc 称 作 波 阻 抗 或 声 阻抗 ， 部 分 材料 的 声 阻抗 (sound impedance) 见 表 13.1， 

对 于 二 阶 假 微 分 方程 (13. 14) , 现 使 用 第 七 章 所 述 的 不 定 线 法 求 特征 线 解 。 在 (1,X) 
平面 上 对 二 阶 偏 微分 方程 的 特征 线 则 可 这 样 定义 : 沿 该 平面 上 一 条 >” 线 给 出 “的 一 阶 
偏 导数 ( 4/ 一 和 /3X 一 s) 连同 其 偏 微分 方程 一 起 ,不 足以 确定 函数 的 全 部 一 稚 
仿 数 的 话 ,有 就 是 特征 线 ， 具体 杰 解 做 法 如 下 : 


ch Fr 
al 如 | = Ra t+ xd = 
a Fu Pa 
d 党 | = di 十 tdX 一 dy (13. 21) 
Fu ye 
! A? C QR 0 
改写 成 
Eg 
[0 de dg | fd 
， Pu 
di: dX 站 | hax [~ : 
[1 0 一 C 0 
a 


由 于 要 求 上 式 不 能 确定 的 全 部 二 阶 候 导 数 , 则 其 系数 行列 式 为 零 ,于 是 推出 与 (13. 18) 
和 (13. 19) 式 的 同样 结果 
dXK/dt = C ， dvm+ Cd 
不 管 是 对 一 阶 偏 做 分 方程 组 (13, 13) 式 ,还 是 对 二 阶 偏 做 分 方程 (13. 14), 均 可 采用 方 
向 导数 法 和 不 定 线 法 求 特 征 线 解 。 通 过 特征 线 方 法 将 偏 微分 方程 化 成 了 沿 特征 线 的 常 做 
分 方程 ,不 但 方便 了 问题 的 求解 而 且 方 使 了 物理 问题 的 作 图 。 
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表 13.1 {3 引 自 Kolsky,1953) 


钢 铀 名 臻 璃 | 执 用 
| 一 广 
Age) 7.8 8.9 | 2.7 2.5 0. 93 
E (dyn/cm?) 21.0x10" 12.0X 10n 7.0X10! 7.0x10n 2.0X107 
Cn (m/s) 5190 3870 S090 ] 5300 : 本 
poCo (gjamt 4.05X10 3. 27X 10’ 1.37X10 | 1,38X10 | .24X10 


13. 4 ” 半 无 限 长 杆 中 弹 塑性 加 载 连续 纵波 
一 个 从 尺 = 0 右 伸 到 X 一 co 的 载 面 均匀 细 长 杆 ,如 图 13, 6(a) 所 示 , 左 端 施加 以 单调 
递增 的 应 力 载 茶 3 > 或 速度 载荷 3 关 0 ,于 是 便 产生 从 左 端 向 右 传 播 而 无 反射 的 


连续 纵波 。 
设 杆 切 始 处 于 遂 止 自然 态 , 即 在 1 = 0 时 


vCX,0) = EXRO0) = R00) 一 0，0 拭 天 所 后 {13. 22) 
在 杆 的 左 端 (X = 0 处 ) 施 加 速度 载荷 ,部 边界 条 件 为 
v0 一 votl rt) + 2 0 {13. 23) 


在 上 式 中 路 时 间 z ,之 斯 以 如 此 ,为 的 是 专门 表示 到 二 0 端 而 上 的 时 间 。 
13.4.1 线 弹 性 波 
当 杆 的 左 端 的 冲击 载荷 不 大 , 杆 人 处 于 弹性 状态 。 这 时 应 力 应 变 满 足 胡 克 定 律 , 即 
(13. 6) 式 可 吉成 线性 关系 
T= Ke 《13. 24}) 
上 式 中 互 为 杨 氏 模 量 。 将 上 式 代 进 (13.12) 中 风 给 出 


CC /Econst (13. 25) 
Po 


把 忆 , 代 进 (13, 187 (13. 197 和 (13, 20) 式 中 ,给 出 


dx = 士 Codt . dv 二 土 Code y do 一 士 AuoCodm (C13. 26) 
将 上 式 积分 ,给 出 右 传 波 和 左 传 波 为 
大 一 Cot 一 总 
右 传 波 (ep Co 一 局 (13. 27) 
天 十 Cu 一己 
左 传 波 (13. 28) 
7 十 Co = Rs 可 十 PoCov 一 Rr 


在 如 上 式 中 名 ,和 名、Ri、R? ,Rs、R? 为 积分 常数 ,Ri 和 RY .Ra 和 Ri 分 别称 作 第 一 和 第 二 黎 
受 不 变量 (Ricmann's invarianty。 上 式 表 明 所 有 的 特征 线 都 是 直线 。 

在 图 13.9 所 示 的 (XX, 平 而 上 任 一 点 的 物理 量 , 均 可 通过 灌 特征 线 的 相 答 关系 式 来 
确定 。 为 此 ,过 吃 点 作 一 条 特征 线 O4:X = Cot, 线 OA4 将 (XX,z) 平 而 分 成 两 个 区 , AOX 
区 和 OA 区 。 

在 AOX 区 解 初 值 问题 , 即 哥 西 问题 (Cauchy"s problem)。 求 该 区 中 任 一 点 G 的 物理 
其 ,过 避 点 作 正 向 特征 线 GQ 交 于 XX 轴 于 总 、 作 负 向 特征 线 GW 交 于 大 轴 的 克 点 .由 于 
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洗 式 轴 的 初 值 已 给 定 , 即 外 点 和 人 点 上 的 物理 量 已 知 ， 
根据 : 
浪 GQ 绕 vv 一 Ce 二 wR) 一 Coe(QR) 
| 党 GW 线 十 Cot 二 vw) 十 Coetw) 
于 是 求 得 G 点 的 ve 值 


二 六 (Ko(w) 二 wD) 十 Coleltw) 一 c(t } 


一 3 tote) 一 utQ)) + Colelw) 十 etQ)) 
筷 


(13. 29) 
将 本 问题 的 具体 初始 笨 忻 (13. 22) 式 代 进 上 式 , 则 推出 ,在 G 点 ,VY = 三 0, 亦 即 sz 圭 0。 由 
于 G 是 任 孙 的 ， 故 在 AOX 区 中 包括 DO4 线 上 
立 一 E 上 一 和 ED 《13. 307 
在 :OA 区 解 混合 间 题 , 亦 称 皮卡 德 问题 {Picard’s problem) ,过 该 区 任 一 点 做 负 向 特征 
线 均 交 于 O04 线 ,如 过 互 点 的 负 向 特征 线 交 OA4 于 Bi, 过 边 点 上 的 交 于 B,; 见 图 13. 9 由 
于 沿 04 线 ,v 二 c=o 二 0, 故 由 (13. 28) 式 推出 沿 五 5 线 和 上.B, 线 的 黎 曙 第 二 不 变量 均 为 
零 ,所 以 在 该 区 访 二 R2 二 0, 即 恒 有 
v= Cos Oo—— gpole 《13. 317 
由 于 边界 条 件 已 经 给 出 , 见 忆 3,23) 式 ,而 过 该 区 中 任 一 点 作 正 向 特 征 线 均 交 于 : 轴 ， 
如 过 五 点 的 特征 钱 交 # 轴 于 工 , 沿 .五 工钱 则 有 
= Cm, vm Ce= R= 2vlr) 
由 上 式 和 (13, 31) 式 推出 


i XX | Xx i 训 | 
一 mt ,一 一 村 | ‘0 =— pCo volt — | 


(13. 32) 
因 五 点 是 任 取 的 , 故 整个 :24 区 的 解 均 为 上 式 所 示 。 由 上 式 看 出 , 杆 端 的 载 薪 v6 人 7) 均 以 
Co 速度 传 摄 出 去 ,在 * 时 刻 到 达 载 而 瑟 。 特征 线 在 物理 上 表示 小 扰动 传 黎 轨 迹 ,C。 称 作 弹 
性 波 速 ,这 样 的 扰动 波 称 作 简单 波 。 
特征 线 法 不 但 方便 了 求解 ,而 且 提 供 了 图 解 的 便利 ,图 13. 10 给 出 了 加 载 扰动 的 传播 
图 象 ,以 及 在 任 一 时 刻 & 速度" 沿 XX 的 分 布 曲线 ( 即 波形 曲线 , 见 图 13. 10(a)) 和 任 一 截 
而 已 处 的 速度 包 随 : 变化 曲线 (即时 程 曲 线 , 见 图 13. 10(b)) 。 
13, 4.2 弹 塑 性 加 载波 
对 于 上 述 的 半 无 限 长 杆 , 如 果 端 加 载 苛 mkr) 一 直 增 加 , 则 由 (413. 32) 式 可 知 ,o 值 亦 
在 成 比例 闻 增加 ,一 iol>Y, 则 材料 进 入 邮 竹 、 Y, 和 即 端 加 速度 
| > = Yo (13. 33) ， 
材料 进入 塑性 后 , (13. 24) 式 给 出 的 线性 本 构 关系 不 再 成 立 , 即 (13. 12) 式 不 能 简化 ， 


由 于 C 一 \ 过 各 夭 const 因 而 正 \ 负 向 特征 线 不 再 都 是 直线 ,描述 应 力 波 传播 的 微分 关系 
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tb} 时 程 曲 厂 


va 波形 曲线 
13, 10 
式 (13.18) 和 (13.19) 一 般 不 能 简单 积分 。 为 研究 方便 引进 一 个 量 y, 它 定义 作 
p— [Cae — 和 ， ay= Cde = 2 (13. 34) 
将 ? 代 进 (13. 19) 式 中 ,并 积分 则 给 出 相 容 关系 式 ， 
v= KR, vv ?= RK, {13. 357 
在 (o, 有 平面 上 它们 成 为 两 族 与 坐标 轴 成 十 x/4 的 正 交 直线 ,积分 常数 R, 和 RR， 仍 称 歼 曼 


不 变量 。 
在 式 (13. 22) 和 (13. 23) 的 边 初 条 件 下 ,问题 的 求解 仍 间 前 面 线 强 性 波 的 做 法 , 亦 将 
〔 束 ,所 平面 分 成 两 个 区 , 见 图 13.9。 在 AOX 区 ,和 包括 局 4 线 上 ， 
v= 三 0, 却 ee 二 og 二 0 《13. 36) 
在 :O04 区 , 当 iv| 志 wy 仍 同 线 弹 性 波 情 形 ,由 杆 端 所 产生 的 被 为 弹性 简单 波 ; 当 jwo1 
>vr 时 ;由 杆 端 所 产生 的 波 为 塑性 波 。 但 据 (13. 35) 和 (13. 36) 式 可 推出 在 :OA 区 不 管 是 
弹性 还 是 闻 性 均 满 足 
3 十 gp 一 有 二 0 即 v 二 一 9 《13. 37) 
而 沿 从 村 端 发 出 的 任 一 条 正身 特征 线 ( 不 管 是 弹性 , 还 是 屠 性 ? 均 有 :一 gp: 咏 (特征 线 不 
同 Ri 亦 不 同 ) ,于 是 推出 沿 该 特征 线 则 有 


一 vo(T) (13. 38) 


Ri 
TG 节 寺 2 
助 党 该 特征 线 v 和 ?不 变 , 亦 即 沿 该 线 上 和 为 常数 ,从 而 推出 C=C(e) 一 const, 于 是 正 
向 特征 线 的 微分 关系 ,dX=Cdr 可 以 积分 ,给 出 

人 = Ce): (tt) 《13. 39) 


从 而 说 明 , 在 iO4 区 的 塑性 分 区 亦 为 简单 波 , 即 为 右 行 塑性 简单 波 , 正 向 特征 线 均 为 直 


让 


形 曲 线 ; 图 13.11(b) 为 时 程 曲 线 。 
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fb} 时 稚 曲 谣 


[Lap 


0 ca) 波形 其 线 x 
图 13. 11 
13- 4. 3 波形 的 变化 与 波 速 的 关系 
在 上 述 的 连续 波 的 传播 过 程 中 ,波形 将 可 能 发 生变 化 ,波形 的 变化 与 波 速 有 美 , 波束 
C 除 依赖 材料 的 密度 m 外 ,主要 取决 于 材料 的 本 构 美 系 , 即 取 决 射 率 do/de. 在 po 二 const 


情况 下 ,C 的 变化 率 为 
dC __1 de 
de | 200C de 
对 于 线 弹 性 ,d*o/de: 二 0, 即 波束 忆 =Co 二 const, 在 此 情况 下 , 波 在 传播 过 程 中 波形 不 
变 。 对 于 最 性 波 分 三 种 情况 ， 


(13. 40) 


二 


波形 不 变 。 对 于 线性 硬化 材料 
把 一 b= const， Ci= V2 BT— 材料 硬化 模 量 ， EE 
2. 当 dio/der<0, 即 对 递 碱 神化 材料 ,这 时 后 发 生 的 大 扰动 传播 速 度 CC Ce) 比 先 发 
生 的 小 扰动 传 摄 速度 C 一 C(e) 要 慢 ,于 是 塑性 波 在 传播 过 程 中 波形 越 来 越 平坦 , 即 波形 发 
散 。 


赶 上 前 面 传播 的 较 小 扰动 ,于 是 波形 变 得 越 来 越 陡 , 以 致 子 形成 强 间断 一 一 冲击 波 或 称 激 
波 。 


13.5 连续 波 。 冲击 波 


所 谓 应 力 波 是 指 应 力 或 应 变 扰动 的 传播 .扰动 区 与 未 扰动 区 ,或 新 扰 区 与 原 扰 区 之 间 

的 分 界面 称 作 波 阵 面 。 扰动 有 强 有 弱 ,因而 应 力 波 亦 有 强 有 骑 。 在 波 阵 面 上 位 移 ， 的 一 阶 

导数 发 生 同 断 的 波 , 亦 即 物理 量 "ee 等 发 生 问 断 的 波 称 作 强 间断 波 或 冲击 波 ,这 样 的 波 
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的 波形 是 间断 的 ;在 波 阵 面 上 的 二 阶 或 二 阶 以 上 的 导数 发 生 间断 的 波 称 作 弱 间断 波 或 
连续 波 ,这 样 的 波 其 波形 是 连续 的 。 在 数学 上 讲 ,x 的 导数 发 生 间 断 的 面 称 作 奇 异 面 
(singular surface) ,在 连续 介质 中 位 移 xz 本 身 不 会 发 生 间 断 。 

应 力 波 到 席 以 连续 波 传 播 冰 是 以 冲击 波形 式 传 播 , 以 及 波形 在 传播 中 的 变化 ,这 取决 
于 材料 的 本 构 关 系 以 及 边 初 条 件 。 

现 以 上 节 所 研究 的 半 限 长 杆 中 上 应力 波 传播 为 俩 ,但 端 如 载荷 (边界 条 件 ) 分 两 种 情况 : 
第 一 种 连续 加 载 ,wo (rt) 从 r 二 0 到 r==zs 单调 递增 ,在 tr 守 ri 后 volr) 二 v, 二 const: 见 图 
13. 10 和 图 13. 11 所 示 # 第 二 种 为 突 加 恒 值 裁 荷 , 即 v(t) 二 v, 二 const. 

1， 对 于 村 的 本 构 关 系 为 线 弹 性 情况 。 洲 边界 条 件 为 光滑 连续 或 加 间断 可 载 , 则 弹性 
波 也 是 连续 波 ; 若 边界 条 侍 为 强 闻 新 , 即 相 当 在 图 13. 10 和 图 13. 11 中 令 rc->0 的 情形 ， 

则 弹性 波 也 是 强 间断 波 。 整 个 波 的 传播 及 波形 ,网 图 13.12(a) 所 示 。 

2， 对 于 杆 的 本 构 关 系 为 线 弹 性 一 线性 硬化 塑性 情况 。 若 端 加 载荷 是 连续 加 载 , 则 弹 
性 波 和 塑性 波 都 是 波形 保持 不 变 的 连续 波 , 但 两 者 的 间距 将 越 拉 越 大 ; 若 边 界 条 件 为 突 加 
恒 值 载荷 , 即 相当 在 图 13. 10 和 图 13. 11 中 令 ms 一 0 的 情形 , 则 形成 两 个 强 间断 波 ( 双 波 
结构 ) ,它们 分 别 以 C。 和 C, 速度 传播 , 见 图 13. 12(b) 所 示 。 

3， 对 于 杆 的 本 构 关 系 为 线 弹 性 一 说 减 硬 化 塑性 情况 。 若 端 加 载 茶 为 连续 加 载 , 则 弹 
性 波 和 绕 性 波 都 是 连续 波 ; 圭 边界 条 件 为 突 加 恒 值 载荷 , 即 相 当 在 图 13. 10 和 图 13.11 中 
令 re0 的 情形 ,弹性 波 区 的 平行 特征 线 均 重 可 在 04 钱 上 而 成 为 一 条 强 间 断 的 弹性 波 ; 
其 塑性 波 区 的 正 向 特征 线 出 发 点 将 汇聚 于 OO 点 形成 一 个 发 散 的 中 心 波 。 这 时 强 间断 的 边 
界 条 件 中 ,其 弹性 部 分 以 一 个 弹性 强 间 断 波 传播 ; 其 塑性 部 分 传播 一 开始 就 转变 为 弱 间 
断 ,以 发 散 的 连续 波 传 播 , 见 图 13. 12(c) 所 示 。 

4. 对 于 杆 的 本 构 关 系 党 线 弹 性 一 递增 本 化 塑性 情况 , 见 图 13. 13(a) 。 由 于 大 扰动 的 
塑性 波 速 产 大 于 较 小 扰动 塑性 波 速 ,不 管 端 相 载荷 是 连续 的 还 是 强 间断 , 槛 性 波 迟 早 会 以 
神 击 波形 式 传播 ,对 于 突 加 载荷 ,塑性 波 一 开始 就 以 强 间 晰 形式 忧 播 ;对 于 连续 加 载 ,塑性 
波 在 传播 中 波形 前 绿 将 变 得 越 来 越 陡 , 见 图 13. 13(b) 。 一 旦 塑性 特征 线 发生 会 诊 , 便 形 戌 
冲击 波 。 


13.6 冲击波 阵 面 上 的 守恒 条 件 


关于 神 击 波 阵 面 上 的 守 伍 条件, 在 第 七 章 已 经 研究 过 了 ,但 在 那里 给 出 的 守恒 条 件 是 
在 欧 拉 空 间 {Eulerian space) 描述 的 。 而 现在 所 要 求 的 基 在 拉 格 朗 日 空间 (Lagrangian 
space) 描述 的 守恒 条 件 , 即 在 此 空间 给 出 波 阵 面 上 前 后 物理 量 之 间 的 关系 。 

1- 运动 学 祖 容 条 件 

设 一 平面 波 在 拉 格 朗 日 空间 传播 ,其 轨迹 下 二 Bt) 与 波 速 多 之 闻 的 关系 为 


dp  ， 
轨 二 dE 二 三 {13. 41) 


设 在 (XX,) 平 面 上 有 一 疯 数 yj, 它 在 波 阵 面前 方 为 一 y+ (Xf) 形式 ;在 波 阵 而 后 方 
为 号 一 久 ( 人 全 形式 。 当 时 入 取 在 波 阵 面 上 时 为 
内 一 EA) po 
X= BD » Blygt= gt) 0) = EU) = + 
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自 大 六 由 bts 
COC) CWSCU) C=C(0) 
4 


0 (0) ? Ch 
图 13.13 
p=) i 
xX Bt) :By = DD = = 
设 在 波 阵 面 上 y+ 与 省 相等 ,并 用 [] 符 号 表示 淡 阵 面 上 之 后 绿 与 前 绿 的 物理 量 之 闫 ， 
即 有 
vp | zs i |x=-ew 一 名 一 pt 一 [ 儿 。，] 一 蜂 
对 并 和 寻求 导 
dy WW YW 
de NU 3X dt ” 误 十 多 绽 
4 和 -2 Wt de _ ot ot 
dt 六 ¥ 十 这 dt 过 十 多 统 


b 5 
) * 


《13. 42) 
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将 如 上 二 式 相 碱 ,给 出 


即 有 
[*|=- ge | (13. 43) 


这 就 是 著名 的 不 克 斯 书 定理 (Maxwell's theorem y 。 
现 将 # 取 成 位 移 “位 移 在 波 隆 面 上 当然 满足 (13. 42) 式 , 即 在 波 阵 面 上 [一 0 将 
我 进 式 (13. 43) 中 并 利用 (13, 5) 式 则 给 出 
[vw] = ~ 多 [e] 《13. 44) 
这 就 是 冲击 波 阵 面 上 的 运动 学 相 容 条 件 , 它 是 质量 守恒 的 另 一 种 形式 。 
2. 动力 学 相 窜 条 件 了 
设 波 阵 面 在 :时 刻 处 在 LK 位 置 , 见 图 -一 一 二 
13.14, 经 过 di 时 刻 到 达 MN 位 置 , 波 阵 面 和 Dp 
在 物质 空间 ( 拉 格 朗 日 空间 ) 传 播 的 距离 :dX =- < 
一 di 根据 在 由 期间 波 阵 面 所 扫 过 的 质量 
元 LKNM 上 动量 守恒 ; 13.14 
(ot ao YAos dt = oodo dR- 一) 
则 推出 
[sj]=— poBiv] (13. 45) 
这 就 是 冲击 波 阵 面 上 的 动力 学 相 容 条 件 , 即 动量 守恒 条 仁 ， 
3， 能 重 守 恒 条 件 
仍 在 图 13. 14 所 示 的 质量 元 考虑 能 最 守恒 , 显然 有 
Cat ot— ov Ao di = (Ce — er)podo dX 十 {wv Ct) pA a 


推出 


[ov]=— pg [el— pl (13. 46) 
利用 (13. 447 和 (013, 45) 式 ,经 过 换算 则 由 上 式 推出 另 一 种 形式 
zolLe] 一 冯 (et+ 十 a)Lej 《13. 47) 


式 (13: 46) 和 (3.47? 就 是 冲击 波 阵 面 上 能 量 守 恒 的 两 种 形式 。 
由 (13, 44) 或 (13, 45) 式 可 以 推出 多 与 oj 和 [ej 之 间 的 关系 ,并 从 此 开始 约定 多 为 
正 数 ,于 是 得 出 
_ [1 1Le] 
多 = V1 Ee {13. 48) 
由 于 规定 多 为 正 量 , 则 上 述 药 冲击 波 相 容 关 系 式 则 写成 
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[v] = 干 多 [9 
[o] = pz[v] 


af 一半 人 + et) (13. 49) 
或 
loo] =F (pe] + Top]) 
在 上 式 中 “十 ”号 表示 负 向 (在 传 ) 冲 击 波 ;“--” 号 表示 正 向 (有 传 ) 冲 击 波 ,这 组 关系 式 亦 称 
作 兰 肯 一 十 贡 纪 关系 式 (Rankine-Hugoniot relations), 同 第 七 章 一 样 。 但 它们 是 在 拉 格 记 
日 空间 ( 即 物质 空间 ) 描 述 的 ,与 第 七 章 的 形式 不 同 。 


如 上 考虑 的 是 强 问 斯 面 上 的 守恒 关系 式 。 如 穿 过 波 阵 面 物理 量 的 跌 联 值 由 有 限 趋 于 
无 限 小 , 即 


[dD {1 [四 ~ /lec to 


po [ej po de 
于 是 513. 49) 式 变 成 
idv 一 干 Cde 
de = 干 poCdv 《13. 50) 
‘Poede 一 ode 
这 就 是 穿 过 弱 间 断面 的 相 容 关系 式 , 它 与 沿 着 特征 线 的 相 容 关系 式 (13.19) 和 (13. 20) 等 
式 当然 有 所 不 同 ， 


13.7 杆 中 弹性 冲击 波 的 相互 作 骨 


13,7.1 两 弹性 杆 的 共 轴 撞击 

为 了 很 好 理解 两 弹性 波 的 相互 作用 ,首先 应 研究 两 弹性 杆 的 然 向 共 轴 撞击 . 设 弹性 杆 
B 和 B, 横 截 面相 同 ,初始 为 自然 态 ==s==0, 其 声 阻 抗 分 别 为 6mCoy 和 (poCo)3; 碰 撞 前 
它们 分 别 以 说 和 vs 同 轴 同 飞行 ,如 图 13,15(a) 所 水 ,ve>. 

在 t=0 时 刻 两 杆 碰 挤 , 于 是 从 分 界面 开始 向 Bi 杆 发 出 一 个 速度 为 多 的 右 传 弹性 激 
波 . 向 B: 杆 发 出 一 个 速度 为 多 , 的 左 传 弹性 激 波 , 见 图 13. 15(P) 和 (c) 。 因 在 碰撞 界面 两 
边 质点 速度 " 相等 .应力 c 相等 ， 了 49) 的 第 二 式 推出 如 下 关系 

— (HD — wh) 
= (PB) (Dv 一 za 《13. 51) 
又 困 6 杆 为 线 弹 性 , 帮 由 (13. 48) 式 推出 
Bi = (CoN B= 《Co 


(13.52) 
于 是 由 以 上 两 式 求 得 碰撞 区 的 和 为 
_ CPoCo) 10 + 《poCo)ars 
(mcCo)i 十 人 
(C13, 53》 


5 一 一 《ps 一 vA Ca 一 CC 
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波 在 ( 久 ,t) 平 面 上 的 传播 与 在 Cv,5) 平 面 


上 上 图解, 分 别 见 图 13. 15(c) 和 (Cd)。 i 中 
13.7. 2 商 弹 性 激 波 的 相互 作用 
一 原 处 于 静止 自然 态 ( 即 n= Eo Un 1 a) 


0) 的 弹性 杆 , 在 :0 时 其 左 端 (X ==0) 和 ee A 
右 强 ( 义 == 荆 分 别 突 加 信和 速 载荷 wv 利 mm， ee AA 
地 是 从 杆 的 左 端 发 出 一 右 传 弹性 激流 ,从 
杆 的 右 端 传 出 一 左 传 弹性 激流 , 见 图 
13. 16《a) 所 示 。 

据 (13. 49) 的 第 二 式 ,得 出 区 1 和 区 2 
中 的 应 力 a 和 os 

m= Co ,= PoCovs 

《13. 54) 


图 13.16 


在 :一 Z/2Cu 时 两 被 相 过 ,在 相 焉 点 发 生 内 撞击 ,这 如 同 “ 两 个 弹性 杆 突然 撞击 ”, 挤 击 后 
(假定 波 碰 挤 后 介质 仍 在 弹性 范围 内 ) ,由 碰撞 点 4 反射 (或 者 说 透射 ) 一 个 右 传 弹性 激 波 
Bi ,一 个 左 传 弹性 激 波 45; ,形成 相互 作用 区 3。 据 (13. 49) 的 第 二 式 , 则 有 
| 一 由 一 一 poCofos — on) 
[os 一 加 一 PoCotvs 一 V2) 
由 车 式 及 (13. 54) 式 解 出 
[=m 二 vs 
二 二 (13.55.1) 
由 此 可 见 , 两 弹性 波 相 互 作 用 的 结果 相当 于 两 弹性 波 分 别 单独 作用 的 结果 之 和 , 即 普 加 原 
理 成 立 。 这 是 由 于 弹性 波 的 控制 方程 是 线性 的 , 见 (13. 14) 式 ,在 该 式 中 现 C--Cv 这 种 着 
加 结果 按 图 解 亦 很 显 热 , 见 图 13. 16(b) 。 
注意 ,(13. 55. 1) 式 成 立 的 条 件 是 杆 初始 为 静止 自然 态 ,如 车 初 态 vo、so、os 不 为 零 , 财 
两 波 作用 的 结果 是 
V3 Vo VL Vo) + (vs — wo) _ 
om (0 9) + (0, — 6,) (13.55.2) 
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13.7.3 杆 中 弹性 激 波 在 固定 端的 反射 
设 一 长 为 工 . 声 阻抗 为 (poco 的 弹性 杆 初始 处 于 静止 映 然 态 , 在 :一 0 时 左 端 突 加 恒 速 
载荷 m, 于 是 发 出 一 右 传 弹 性 激流 , 见 图 13. 17(a) ,在 区 球 2 中 的 应 为 o 为 


二 oC avs (13. 56) 

| 
| | 

~ | 
| 1 
| 

~ 
加 时 多 ” 8 
图 13.17 图 13.18 


在 :二 IL/C。 时 激 波 到 达 右 边 固 定 端 , 因 环境 的 改变 而 产生 新 扰动 ,人 射 焉 在 此 反射 一 

个 左 传 激 波 4AB,, 在 AB; 之 后 形成 区 域 3。 因 杆 右 端 为 固定 端 (不 动 刚 辟 ) , 故 有 
， 守信 
ty — ts = poColvs — vs) 
从 而 求 得 
fs 一 25: (13. 57) 

肥 激 小 在 固定 端 反 射 应 力 增加 一 售 ,这 就 是 在 13.1 节 中 所 述 的 落 重 冲 拉 和 钢丝 ( 见 图 
13. 18 或 图 13. 5) 为 何 总 在 4 端 而 不 在 吾 端 断 开 的 原因 所 在 。 

， 该 间 题 求 解 亦 可 直接 利用 (13. 55. 1) 式 。 将 以 固定 壁 为 对 称 , 把 杆 开拓 成 2L, 见 图 
13.17(a) 所 示 , 在 六 =2L 端 亦 同时 突 加 恒 速 载荷 四 = 一 天 ,于 是 该 问题 成 了 一 个 长 为 2L 
的 静止 自然 态 的 杆 两 端 突 加 恒 值 载荷 , 则 两 人 射 波 的 相遇 处 (和 一 忆 ) 即 相当 图 壁 , 从 而 可 
利用 (13. 55. 1) 式 ,在 该 式 中 令 vw 二 一 ws, 则 求 得 与 上 同样 的 结果 . 

va ， 0 = Lo 

该 问题 在 速度 平面 (",e) 上 的 图 解 , 见 图 13. 17(b)。 

13. 7.4” 杆 中 弹性 激 波 在 自由 端的 反射 

与 如 上 问题 唯一 不 同 的 是 将 右 闫 定 端 换 成 自由 端 , 流 
的 人 射 和 反射 如 图 13. 17(a) 所 示 , 求解 反射 后 的 区 域 3 中 
的 状态 亦 有 两 种 办 法 ,直接 求解 和 间接 办 法 。 男 

B=0 ,Oo ov ~— ve) 

柄 gy 一 一 poCovs 图 13.19 


Vs 一 27 (13. 58 


即 人 射 激 波 在 自由 端 反射 后 质点 速度 增加 一 倍 。 求 解 区 域 3 亦 可 接 如 上 的 对 称 开拓 办 法 ， 
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在 开 抑 后 的 杆 之 两 端 加 上 辐 速 载荷 w 二 vs, 则 由 (13. 55. 1) 式 推出 与 上 同样 的 结果 


Vs 一 PU 一作 
在 速度 洁面 (u,o) 上 的 图 解 , 见 图 13. 19， 
13.8 ”应 力 波 在 自由 面 反 射 引起 的 拉 应 力 与 断裂 

物体 在 动 载 强 冲击 下 产生 与 静 于 作用 下 截然 不 同 的 现象 , 如 15. 1 节 中 所 述 ,其 中 最 
站 要 的 现象 是 材料 在 一 个 方向 被 强烈 冲击 时 , 却 襄 能 在 它 的 自由 面 附 近 产 生 强 烈 拉 伸 以 
至 断 型 , 见 图 13. 20。 材 料 在 动 载 作 用 下 产生 这 种 现象 的 重要 原因 在 于 ;压力 脉冲 在 自由 
面 反 射 成 拉 伸 应 力 波 , 即 在 物体 中 形成 拉 应 力 , 当 拉 应 力 超过 材料 的 动态 断 恤 强度 时 将 发 
生 疡 型 。 例 如 ,在 爆炸 压 接 导线 中 出 现 的 缩 颈 现象 以 及 内 部 的 钢 芯 断 型 就 是 应 力 波 所 
狼 [2， 


图 13.20 


压力 脉冲 在 物体 自由 面 反 射 之 所 以 形成 拉 应 力 ,其 原因 在 于 ;一 个 压力 脉冲 是 由 脉 神 
头 部 的 巫 缩 刀 载波 和 随后 的 逢 载波 所 组 成 , 当 正 力 波 头 在 自 雷 面 反射 成 的 外 载 波 与 尾随 
在 压 为 波江 之 后 的 狠 载 波 相 互 作用 (和信 射 的 印 载 波 同 反射 的 印 载波 相互 作 原 ) 时 就 形成 拉 
应 力 。 

在 如 下 分 析 上 述 拉 应 力 形成 时 ,将 按 弹性 应 力 波 理论 ,诚然 物体 在 强压 力 脉冲 作用 下 
所 形成 的 应 力 波 已 不 再 是 单 纯 的 弹性 波 ,但 是 ,用 弹性 应 为 波 理 论 分 析 物 体 在 强压 力 脉 冲 
作用 下 所 形成 的 拉 应 为 以 至 于 断 沐 问题 ,不 仅 方 法 简单 面 且 非常 有 效 , 长 期 从 事 动态 破坏 
研 容 的 美国 学 者 莱茵 哈 特 (J. S, Rinehart) 指 出 ; 

“所 有 物体 都 假定 表现 为 线 弹 性 形式 ,这 大 大 简化 了 研究 方法 ,其 结果 与 实际 观察 的 


和 


和 


物体 在 拉 应 力作 用 下 能 否 断 裂 , 能 歼 成 几 片 以 及 断裂 在 什么 地 方 ,这 与 材料 的 动态 断 
裂 强 度 、 压 为 脉 冲 的 强度 与 形状 有 关 。 
材料 的 动态 断裂 的 判 据 很 光 , 如 损伤 积累 判 据 , 朋 时 断裂 判 据 等 。 为 了 研究 方便 我 们 
使 用 瞬时 断裂 判 据 , 表 13. 2 列 出 了 几 种 材料 的 动态 断 届 强度 a。 一旦 应 力 o 满 足下 式 , 材 
料 将 发 生 断 型 , 即 满 足 
如 党 丰 (13. 39) 
现 分 析 物 体 在 还 力 往 冲 作用 下 引起 拉 上 应 力 以 至 断 异 的 几 种 情况 。 
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13.8.1 和 矩 形 压力 脉冲 在 杆 自由 端 反 射 的 情形 
在 一 个 长 为 工 . 原 处 于 静止 入 然 态 的 杆 , 左 端 作用 一 个 怎 阵 压力 脉冲 ,如 图 
13, ?1ta) 所 示 , 脉 种 的 强度 为 mm: 脉冲 的 时 间 为 r， 


脉 溃 在 村 中 所 形成 的 波长 4 为 宕 13.2 几 种 材料 的 婚 时 断裂 强度 
4= Crr {1360) Tp TT me 

该 脉冲 压力 波 头 ( 即 图 13. 21(a) 所 示 物 理 平 面 乌 全 | ga | 

上 的 OA 线 ) 在 自由 端 天 = 工友 射 后 ,形成 左 传 机 29250 

印 载 冲击 波 ( 物 理 平面 上 的 AG 线 )。 当 反射 外 商机 0 

载 冲击 波 (A4G 线 ) 与 人 射 印 载 促 击 波 (rB 线 ) 在 低 碳 名 0 

多 二 Lo 处 ( 即 在 QQ 点 ) 相 过 后 , 便 形 成 拉 应 力 。 合金 负 ag800 


根据 弹性 冲击 波 阵 面 上 的 守恒 关系 式 , 可 给 出 
区 13. ?1(a) 所 示 的 几 个 区 中 的 状态 : 

G1 = dn VT nf pol 

gs = 0 ,v= 2 = 20 

二 01m 二 0 

Os 一 Om, Vs = wy = on/ PoCo (13. 81) 

从 忆 瓜 ( 即 从 不 = Le 处) 开始 形成 的 拉 应 为 66; 即 最 太 拉 应 力 。 按 旧 时 呈 型 准则 
(13.59) 式 ,如 果 
96 一 gr 区 所 C13.6°; 

则 材料 发 生 断 裂 ,断裂 点 当然 发 生 在 最 先 出 现 拉 应 力 的 入 点 , 即 在 杆 的 区 一 Lo 处 , 测 片 的 
厚度 5 和 和 速度 wv; 分 别 为 


= = Cr/2 ， WT 7 Cu 一 2zn (13. 63) 
村 在 和 一 天 断裂 之 后 , 履 片 带 走 了 全 部 的 人 射 冲 量 , 而 压 杆 的 余下 部 分 [0, oj] 全 部 部 载 


又 何 到 原 静 止 自然 态 。 

该 问题 的 处 理 还 可 合用 释 加 原理 , 即 以 原 杆 的 右 端 为 对 称 面 将 杆 对 称 地 开拓 成 ?7 
长 ,在 天 =2L 器 加 上 与 区 =0 端 完 全 相 友 的 脉冲 载荷 ,如 图 13, 21(a) 所 未 。 这 样 ,两 个 相 
反 的 压力 脉冲 作用 的 结果 就 相当 于 压力 脉冲 在 原 杆 右 自由 端 反 射 的 情况 。 人 入 射 脉 冲 波 形 
和 和 反射 波形 及 它们 的 传播 , 见 图 13. 21(b) 。 | 

13. 8.2 三 角形 压力 脉冲 在 杆 自由 端 反射 的 情形 

与 上 述 问题 前 唯一 善 别 是 杆 左 端的 短 形 压力 脉冲 换 成 三 角形 的 压力 脉 利 ,对 该 问题 
的 处 理 同上 一 样 ,使 用 松 加 原理 , 亦 将 杆 对 称 开 拓 越 2 长 ,在 其 右 端 施加 与 左 端 完全 相 
反 的 载荷 5 拉 伸 冲击 ), 见 图 13. 22(a) 。 从 现 杆 两 端 出 发 的 人 射 波 波 形 之 传播 如 图 13. 22 
人 ?所 示 。 

与 算 形 压力 脉 神 不 同 ,三 角形 压力 脉冲 波 头 在 自由 端 南 一 反射 就 形 或 接应 力 , 见 图 
13. 23(b) 所 示 , 入 HGL 区 为 兆 拉 应 力 区 。 而 矩形 黑 种 只 有 人 射 压 力 波 长 在 自由 端 有 172 

以 上 被 反射 时 才 出 现 拉 应 力 。 两 种 形式 的 脉冲 的 另外 重要 区 别 是 :( 一 ) 杆 对 于 和 抢 形 脉冲， 
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车 断 型 只 能 弄 一 片 ;5 二 ) 酝 对 于 三 角形 脉冲 , 杆 在 自由 端 附近 可 能 断裂 多 片 ,例如 , 杆 若 在 
13. 23(b) 所 示 的 五 点 发 生 断 型 ,裂片 8 飞 走 。 于 是 杆 在 此 形成 新 的 自由 面 ,但 在 杆 中 还 
存在 着 压力 脉冲 入 4BH。 如 车 BH>6., 则 这 个 残留 的 压力 往 冲 在 该 新 自由 端 反 射 后 ,还 
会 形成 新 的 断 型 。 以 此 类 推 ,以 至 形成 多 个 裂片 。 

如 果 压 力 腑 冲 不 至,o.< 之 a, 杆 不 会 发 生 断 型 ,压力 脉 神 在 自由 端 附近 其 各 个 时 刻 的 
入 射 波形 与 反射 波形 ,如 图 13. 23 的 各 图 所 示 。 

13. 8.3 一 般 的 压力 脉冲 在 物体 自由 面 上 反射 的 情况 

以 上 分 析 的 是 入 射 到 杆 中 的 压力 脉冲 , 即 对 于 一 维 应 力 波 。 关 于 作用 在 非 一 维 物 体 圭 
的 压 办 脉冲 在 其 自由 面 土 的 反射 ,完全 可 和 贿 照 如 上 的 分 析 , 在 被 作用 物体 中 所 产生 的 拉 应 
力 亦 是 两 个 印 载 波 作 用 的 结果 .于 是 ,我 们 可 分 析 图 13. 20 所 示 的 那样 压力 脉冲 对 物体 所 
造成 破坏 的 各 种 情形 ， 

名 当 和 物体 很 扁平 见 图 13. 20(a), 从 冲击 的 正 对 面 的 自由 面 3B, 反射 的 他 载 波 与 尾随 
压力 脉冲 的 印 载 波 先 相 租 , 若 造 成 的 拉 应 力 足 够 强 , 则 形成 图 13. 20Cb) 所 示 的 断 列 , 即 发 
生 了 层 裂 (spalling) , 碎 甲 强 就 是 利用 了 这 一 原理 。 

回 当 物体 比较 扁平 , 兄 图 13.24(a), 从 正 对 面 反射 的 秃 载波 同 自 两 竹 自 由 面 (A4B 面 
和 A1B1 面 ) 反 射 的 型 务 载波 在 底 角 处 先 相 过 , 见 图 13. 24(b) ,车 形成 的 拉 应 力 足 够 条 , 则 
造成 角 列 (broken corners); 见 图 13. 24fc) 。 

鲍 当 物体 比较 细 长 , 见 图 13. 25(a) ,从 物体 的 两 侧 自 由 面 (45 面 和 4;B; 面 ) 上 反射 的 
强 匈 载波 在 物体 的 中 部 先 相 遇 , 见 图 13, 25{c) ,车 形成 的 拉 应 办 足够 强 , 则 造成 心 型 
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(hb) t= 


iay t= 


‘dy 一 加 ke) 【一 车 


园 13. 23 


(broken centre)， 见 图 13. 25¢d)。 
在 13.1 节 中 记述 的 那些 动态 破坏 现象 ,特别 是 关于 爆炸 压 接 导线 的 奇特 现象 ,利用 
以 上 的 方法 完全 可 以 解释 和 预测 。 
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图 13. 25 


13. 9 一 维 应 力 从 塑性 态 纯 载 的 印 载波 


前 面 研究 了 线 弹 性 波及 其 作用 问题 。 对 于 线 弹 性 波 面 言 ,在 描述 其 作用 时 ,不 必 区 分 
过 程 是 加 载 还 是 印 载 .这 是 因为 加 红 和 务 城 都 遵循 同一 本 构 关 系 ,加 载波 和 和信 载 波 均 以 同 
样 波 速 Cu 传播 , 因而 无 须 区 别 对 待 。 但 对 于 弹性 波 与 塑性 波 .塑性 波 与 塑性 波 相互 作用 
时 , 旭 须 区 别 过 程 是 加载 还 是 印 载 .这 是 虫 于 塑性 炙 载 过 程 不 但 遵循 与 塑 加 载 不 同形 式 的 
本 构 关 系 , 而 且 其 本 构 依 赖 印 载 前 的 塑性 状态 的 应 力 应 变 值 。 

13. 9.1 弹性 印 载 假 定 

大 量 实验 表明 ,对 于 一 维 应 力 而 言 ,材料 从 塑性 
状态 印 载 或 他 载 后 重新 弹性 如 载 , 其 应 力 应 变 曲线 
的 斜率 基本 等 于 初始 弹性 加 载 时 的 斜率 , 即 平行 于 
图 13. 26 中 的 48B 线 。 于 是 提出 了 弹性 印 载 假定 


由 员 


(elastically unloading assumption) ,其 内 容 为 ,对 于 
塑性 材料 , 若 印 载 时 的 塑性 应 力 应 变 为 os 和 6, 当 
从 此 状态 全 载 或 印 载 中 又 重新 加 载 , 只 要 其 应 力 值 
不 超过 |oo| ,应 力 与 应 变 就 成 线性 关系 , 旦 其 料 率 平 
行 初 冶 弹性 加 载 的 应 力 应 变 直线 , 即 图 13. 26 中 的 
印 载 关系 直线 4;, BA AB。 在 数学 上 ,一 维 应 力 的 逆 
性 印 载 应 力 5 与 应 变 的 关系 表示 为 

Fs = ont Ele— en) {13. 64) 


lo & onl 


13, 26 
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显然 ,材料 在 邹 载 时 ,不 同 质点 (不 同 的 X) 语 能 处 于 不 同 的 邓 性 状态 , 即 o 和 呈 随 各 变 
化 ,但 对 同一 质点 在 务 载 过 程 中 o 和 6 当然 不 随 i 变化 ,因此 
On 二 On) ,En = Em(X) (13. 65) 
13. 9. 2 利 载 的 控制 方程 组 
在 13.2 节 中 给 出 了 一 维 应 为 连续 波 的 控制 方程 组 。 它 不 管 是 对 弹性 情况 ,还 是 塑性 
情况 ,对 加 戴 还 是 对 和 印 载 均 适 用 ,所 不 同 的 只 是 其 中 的 本 构 关系 的 具体 形式 不 一 样 。 对 于 
印 载 过 程 ,方程 组 (13. 11) 写 成 


加 六， 413. 66) 


(jo EGE e) 
鲫 载 中 质点 的 速度 z、 应 变 上 与 位 移 的 关系 为 


- 
2 一人， 一 后 (13. 67) 
式 (13. 66) 可 以 改写 成 以 下 几 种 形式 
i 四 亚 
2X 
hn 基 1 da， de 《13. 68. 1) 
2 3 = 
Hatp dx Cax 
其 中 Ci—E/po 
Ei a8 
_ 《]3. 68. 2) 
| 还 ,五 
(ax my 
zu » Fu ， 1 do, oe den ~ 
x 一 [1 I 下 po d 于 Ce yx (13. 68. 3) 


对 (13. 58) 诸 式 按 特征 线 法 求解 , 则 得 到 如 下 形式 的 特征 线 方 程 以 及 沿 特 征 线 上 的 相 容 关 
系 式 ， 


(dX == Codt 
| _ 了 本 1 1 《13. 59. 1) 
[dz 一 十 | Code 十 Rd — Codsn | 
或 
idX =+ Codt 13. 69 2) 
EE 一 士 pCodvw 


由 以 上 两 式 看 出 ,在 弹 忻 外 载 假 定 下 , 印 载 连续 波 是 以 线 弹 性 波 速 C 传播 . 不 但 卸 裁 
连续 波 以 C。 速度 传播 ,而且 由 (13.48) 式 和 (13. 64) 式 ,可 以 推出 卸载 强 同 断 波 亦 以 C 速 
度 传播 。 


13.10” 杆 中 弹 塑 性 波 和 的 迎面 相互 作用 
对 于 相向 传播 的 弹 逆 性 波 发 生 迎 面 作用 时 ,必须 区 曾 这 两 个 波 是 同 号 波 还 是 异 号 波 ， 
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同 号 波 ( 是 指 两 臣 或 同 为 压缩 波 ,或 同 为 位 伸 族 ) 相 互 作用 时 ,结果 加 载 ; 异 号 波 ( 指 一 个 为 
压缩 波 , 另 一 个 为 拉 伸 波 ) 相 互 作用 时 ,结果 卸载 。 
. 13. 10, 1 弹 饪 性 波 的 迎面 加 载 情况 
1. 对 于 强 间 新 的 伞 瘤 性 泪 
设 一 长 为 工 的 均匀 等 截面 的 杆 , 原 处 于 静止 自然 态 , 在 :一 0 时 右 端 突 加 人 恒 速 载荷 ， 
>0, 左 端 突 加 恒 速 载 苘 w%<0. 设 杆 材 为 线 弹 一 剖 性 线性 硬化 材料 , 见 图 13. 12(b) ,其 本 
构 关 系 写 成 


Ee 弹性) | 
gC— - 六 十 瑟 (s 十 5y) 《 曲 性 压缩 》 《13,. 70) 
Yo 十 记 (Ce 一 6) ( 昌 性 拉 伸 )》 


在 上 式 中 6 二 Yo/E, Ei 为 看 性 线性 硬化 模 量 。 据 (13. 48) 式 和 上 式 推 出 强 间断 波 速 2 


下 
多 二 " C13.71) 
二 Cl ， 对 于 塑性 


由 于 帘 加 载荷 zs 和 的 值 沟 大 于 剧 服 速度 六 , 故 从 杆 的 两 端 同时 形成 双 波 传播 , 见 
图 13.27, 该 图 中 所 示 的 各 小 之 癌 的 0.1、2.3.4 区 中 的 状态 (其 物理 量 以 各 区 的 编号 为 下 
标 ) 为 

vp 二 To 二 
Yo 
poCo 
B= = Cy — wo) 

跑 在 小 性 波 之 前 的 两 个 弹性 先驱 小 在 杆 中 央 相 过 。 因 为 这 两 个 波 为 同 号 波 且 各 自 加 载 到 
弹性 极限 状态 , 故 相互 作用 后 ,透射 出 来 的 波 一 定 为 塑性 波 ,透射 的 葡 又 与 同 号 的 塑性 让 
迎面 作用 ,进一步 加 载 ,再 透射 出 来 的 波 当 然 为 逆 性 波 , 作用 结果 如 图 所 示 , 其 中 5 区 的 状 
态 满足 


5 一 二 了 人 了 一 吓人 my 一 


[” — gs = pCitvs — va) 
gO Cv Oo v1) 
则 推出 
二 0 
cs 一 了 十 PoCtwr 
区 域 6,7,8 均 为 塑性 加 载 区 , 同 理 可 求 。 
在 图 13, 27 中 还 给 出 了 某 一 时 刻 的 应 力 波形 ， 
2， 对 于 妖 间 上 岂 的 苇 疗 性 波 
更 考虑 一 处 于 状态 (zco) 的 均匀 等 截面 的 有 限 长 杆 ,其 本 构 关 系 为 图 13.12(c) 所 示 
的 递减 硬化 材料 .在 :一 0 时 刻 ,左右 端 均 加 上 从 v 开始 的 “ 逐 加 ”速度 载荷 , 右 端 的 速度 增 
加 到 w 后 保持 常 值 (ws >w。); 左 端的 减 小 到 后 保持 常 值 (v,<<w。). 于 是 在 杆 中 形成 两 束 
迎面 传播 的 弹 塑 性 简单 拉 储 波 I 和 工 , 见 图 13. 28(a)。 
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波 1 和 1 在 a 点 必用 开始 ,在 a 点 作 玫 
结束 。 因 为 同 号 波 , 两 波 作 用 继续 期 载 , 透射 
出 来 的 为 两 东 加 载 了 的 弹 塑 性 简单 波 下 和 


NW 。 穿 过 简单 波 区 1 和 1 , 亦 即 沿 特征 线 a 
和 和 a c 则 有 有 


4 dc “ do 
WD | PoC” 人 上. Po 


穿 过 简单 波 区 下 和 , 亦 即 沿 特征 线 到 和 cd 可 


ou 下 和 w= 十 后 
a 


vw. PoC 

利用 (13. 34) 式 所 定义 的 ,以 上 各 式 可 0 FR x 

号 成 (= 时 的 应 力 波形 ) 
外 一 个 和 一 和 ， Ve 二 而 一 条 十 名 留 13. 27 
D4 二 名 一 千 十 昭 ， WH 一 如 十 入 一 由 
+ 4 
5 
u oi 


- 图 13. 28 
因而 由 以 上 诸 式 得 出 (图 解 , 殉 图 13. 28(5)); 
Dh (13. 72) 
上 式 可 改写 成 
Va = CVs Wa) (VU ba) 
针 一 和) 十 ( 半 一 卸 ) 
将 上 式 同 Qi3. 55. 式 比较 看 出 ,在 引进 8p 代替 so 后 ,这 种 非 线 性 弱 和 间断 弹 塑 性 波 迎 面 作 
用 , 如 局 线 弹 性 波 一 样 , 释 加 原理 成 立 . 注 意 , 式 (13. 55, 2) 虽 对 强 间断 弹性 波 成 立 , 但 将 强 
间断 波 阵 面 换 成 弱 间 有 断 的 弹性 连续 波 区 ,该 式 照 样 成 立 。 
13. 10.2 ” 弹 塑 性 波 的 迎面 部 载 情况 
在 第 一 部 分 研究 的 大局 号 波 的 迎面 加 载 情形 , 现 考虑 异 号 波 的 迎面 印 载 情况 。 
1. 对 王强 间断 弹 塑 性 该 
与 前 一 部 所 不 同 的 是 线性 硬化 丁 两 端的 速度 载荷 同 向 , 现 取 mmrya>or: 王 是 从 
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《13. 73) 


村 的 岗 端 发 出 异 号 的 弹 逆 性 双 波 , 见 图 13. 29(a)。 在 其 0.1.2.3.4 区 状态 为 
go 二 Vo 二 0 | 
T= Yo =vy = Yo m= + piv — v1) 
= Yo, vw v= Yoplo; m= 0 — PC — va) 

在 :=L/2C6 时 ,两 个 弹性 先驱 波 在 
杆 的 中 点 CL 二 /2) 相 过, 即 (CX,#) 
平面 上 的 a 点 相 直 , 因 两 波 异 号 , 透 
射出 来 的 波 一 定 为 弹性 波 ,在 区 5 
中 有 

[os — 6s = PoCotvs — Vs) 

lo 一 上 一 一 pocofas OO— th) 也 
则 给 出 

gs = 0 vs = 2 = 2 = UY 
在 1 二 L/CCo 十 C1) 时 刻 ,透射 

的 弹性 波 与 站 性 加 载波 分 别 在 工 
一 CoEACco 二 CD 和 瑟 一 CACCo 十 
Cj) 处 相遇 , 即 在 (总 , 纪 平 面 上 的 记 
点 和 < 点 相遇 ,作用 结果 ,塑性 加 载 
波 有 一 定 的 卸载 。 现 以 点 为 例 , 从 
5 点 透射 出 来 的 右 传 波 一 定 为 弹性 四! 
外 载 小 , 按 式 (13. 64) 这 个 强人 卸载 波 速 多 为 


va 


性 波 则 有 
二 — 5 = PoCotvs — Vs) 


0 — 0 = — poColve — Wa) 
从 而 求 得 
{6 一 pC + PoColvs — vs)} = 六 ftc + Cv 一 (e 十 1| | 
因为 到 目前 为 止 ,在 [7., 己 ] 的 那 段 村 ,历史 上 只 加 载 到 弹性 极限 , 故 ee 必须 满足 
Ge EY - 
于 是 推出 右 端 加 载 wv 应 满足 的 条 件 ,并 考虑 到 四 > 六 故 有 
Wy CE 《13. 74) 
这 十 耕 传闻 性 加 过 小 在 5 点 消失 的 条 件 . 同 再 可 接 出 , 古 传人 加 过 站 在 < 示人 
的 条 件 为 


3Co 十 C， 
Cu 二 CI 

如 果 杆 右 端 的 速度 载荷 不 满足 (13.74) 式 , 赣 性 加 载波 在 忆 点 不 能 消 P, 则 从 瑟 点 向 
左 传 出 的 为 弹 塑 性 双 波 结构 , 凤 在 塑性 波 之 前 ,又 出 现 一 个 弹性 先驱 波 , 因 和 杆 的 这 一 段 
LL ,Lj 现 为 弹性 状态 。 如 若 在 杆 左 端 速度 载荷 不 满足 (13.75) 式 , 则 从 c 点 右 传 的 亦 为 弹 
塑性 双 波 结构 , 见 图 13. 30(a) 所 示 。 弹 塑性 波 在 点 和 <, 点 作用 的 结果 仍 须 按 在 & 点 和 


Uy < mc 二 (13.73) 


图 13. 30 


c 点 那样 讨论 ,以 此 类 推 。 图 13. 30 人 b) 为 图 13. 36(a) 所 示 各 区 状态 的 图 解 。 
2. 对 问 间 断 弹 塑性 波 
与 十 不 同 的 是 线性 硬化 杆 换 成 递减 硬化 杆 ,在 图 13. 31 Ca) 所 示 的 载荷 作用 下 ,从 杆 
的 两 端 产生 了 以 弹性 强 间断 波 La 和 Oa 开头 的 塑性 中 心 简单 波 区 1 和 2, 1 区 为 拉 伸 波 ; 
2 区 为 压缩 波 。 
沿 强 间断 波 La 之 后 人 出 的 状态 以 。 为 标记 ,其 状态 
= YY vy 
党 强 则 断 波 Oa 之 后 侧 的 状态 以 了 为 标记 ,其 状态 
gp =— Yo, v= Uy 
这 两 个 异 号 弹性 强 波 在 a 点 相 明 ,作用 之 后 传 出 的 当然 为 两 个 弹性 强 间断 波 ( 印 载波 )ab 
和 ac, 在 两 波 作用 点 a 处 的 状态 为 
0 ,= vy 
假定 弹性 印 载波 op 可 完全 穿 过 塑性 波 区 1, ac 可 完全 穿 过 塑性 波 区 2, 则 形成 如 图 
13. 31(&) 所 示 的 状况 。3 区 和 4 芭 为 恒 值 区 ,其 状态 分 别 以 下 标 g 和 上 直 标 记 , 即 有 
do ™ do < do 
Wr 基 waC 
% do -Yo do “ ds 
i ed re ra 
至 于 其 他 各 区 的 状态 同样 可 求 ,这 里 从 略 , 可 参见 图 13. 31(b) 的 图 解 ， 


13.11 杆 中 弹 塑 性 波 的 追赶 印 载 


上 节 研 究 的 是 弹 塑性 波 的 迎 西 相互 作用 ,本 节 探 讨 间 向 传播 的 弹 塑性 波 的 相互 作用 。 
189 


ve 一 3 + Ur Us 下 | 


图 13, 34 


为 了 简单 ,以 下 只 研究 线性 硬化 杆 中 强 间 断 和 全 载 扰动 的 追赶 乔 载 。 

设 一 原 处 于 静止 自然 态 、 均 匀 截 面 . 半 无 限 长 的 线性 硬化 杆 , 其 左 端 作用 着 一 个 矩形 
脉冲 , 见 图 13, 33(a) ,压力 载荷 jc, |>Yo: 于 是 在 := 一 0 时 刻 从 杆 的 左 端 发 出 强 间 斯 弹 逆 性 
双 波 ,其 1 区 和 2 区 的 状态 ; 


6 一 一 了 0， WV] 一 YY 6 =— 6 =— Yo/E 
， ， 了 3.76) 
GT CO J+ ze 一 | 一 |Y, — Us ( 
(Poo po PC 


由 (13.70) 式 下 以 求 得 2 区 中 的 上 应变 &: 
So= /EB EY =e, . 《13.77) 
在 t= 时刻, 应 力 o. 突然 务 载 为 零 ,于 是 从 发 出 一 个 右 行 强 则 断 务 载波 ,形成 区 
域 3, 在 该 区 中 


ca = 0, 本 tab 
据 (13. 64) 式 : Fo= Gn Ele — e,) 
前 og=6s=0 1 On Ts Em Eu ;从 而 求 得 6 
Bt — oO/E= (C/E IE 十 Yo) 一 上 。 (13. 78) 


在 :55=/1 一 Ciyco 时 , 强 卸 载波 ha 追 上 塑性 加 载波 oa, 两 波 作用 之 后 从 图 
13. 32Ca) 所 示 的 a 点 反射 回来 的 一 定 为 弹性 波 , 从 a 点 向 右 传 的 波 则 有 两 种 可 能 :或 继续 
保持 为 塑性 波 , 或 塑性 波 消灭 转变 为 弹性 波 ,到 底 为 何 波 ?这 取决 于 端 加 载荷 , 接 上 节 对 图 
13. 30(a) 所 示 的 疡 点 和 上 点 的 判断 方法 ,可 以 推出 


0) 当 卫 ,< 一 2oy, 即 1a.| 二 co 二 Ciy, 时 ,有 传 弹性 波 ; 


人 一世 1 
(2) 当 5, >207, 有 即 |o, [> 人 二 CT 时 ,塑性 波 依 存 。 


Co 
现 设 v， > 2vr ; 则 塑性 波 在 4 点 依然 保存 ,但 在 该 a 点 即 在 杆 的 区 = 工 , 截面 出 现 一 个 
驻 定 的 应 变 间 斯 面 (stationarzy discontinuity surface of strain); 即 从 tt, 开始 在 了 = 二 的 


责 边 应 变 发 生 间 断 。 对 于 图 13. 32(a) 中 的 区 域 4 分 成 4 和 4, 则 有 


Je = pC m= Co — ts) 


一 了 一 rr 
to = =0,, Vi 二 
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直上 式 推出 


一 (一 Co 9 Yo 
+ PC ttt Ce (13.79) 
| C—O, C—O 1 
I TG CC, Bo 
其 中 8 = 2 +e (13. 80) 
因 4 区 为 塑性 加 载 区 , 据 (13. 70} 式 , 则 有 ， 
T= Tot Ef{te eM Er= YE 
从 而 得 到 
0 = 于 二 | 二 一 二 | 了 (13. 81) 
‘+E iE E! 
因 + 区 仍 为 弹性 印 载 区 , 据 C13, 64) 式 , 则 有 
0 = gm + Ble, 一 可 ) 
而 在 3 区 有 ， oy = 0 + Eles — e,) 
故 推 得 0 0 = El — es} 
从 而 求 得 
三 一 于 十 | 走 一 je. +) (13. 82) 
出 (13.81) 蕊 和 (13. 82) 式 看 旨 
3 C13.83) 


即 沿革 思平 而 上 的 民 一 大: 线 应 变 从 4 开始 发 生 间 有 断 。 

从 a 点 发 出 的 左 传 弹性 波 到 达 杆 的 左 端 后 ,又 完全 种 载 成 右 传 种 载波 , 它 在 t= 时 
在 5 点 造 上 了 塑性 加 载波 。 于 是 在 点 又 要 重复 在 a 点 的 那样 讨论 ;判断 塑性 波 是 否 消 
万 。 如 果 在 5 点 塑性 波 依 然 椰 在 ,由 该 点 发 出 的 左 传 弹性 滤 在 杆 左 端 又 扼 载 成 右 待 弹性 
波 , 在 1=i. 时 于 < 点 追 上 塑性 波 ,在 此 又 要 讨论 塑性 波 是 否 消亡 ,如 此 循环 。 现 假定 塑性 
波 从 此 消失 , 测 由 该 点 发 出 右 传 弹性 被 , 蒜 个 波 的 传播 与 反射 , 见 图 13. 32(a) 所 示 , 在 从 & 
点 出 发 的 在 传 弹性 和 外 载波 扫 过 之 后 杆 的 运动 学 和 动力 学 过 程 结束 ,至 于 区 域 5.5.7.8.9 
的 状态 完全 可 像 1,2、3、4 区 那样 求 得 ,这 里 从 略 , 可 见 图 13. 32(c) 的 图 解 。 

在 塑性 加 载波 被 来 自 杆 左 喘 的 那些 弹性 印 莪 波 追 赶 上 的 点 上 ,要 形成 驻 定 的 应 变 章 
断 , 于 是 同一 个 应 力 . 速 度 区 域 其 应 变 却 分 区 不 同 , 恕 应力 ,速度 均 布 的 区 域 6 者 分 成 三 个 
不 同 的 应 变 分 区 ;6 .6 的 。 关 于 同一 个 应 力 . 速 度 区 城中 的 各 分 区 的 应 变 , 可 参见 图 
13. 32(d? 的 图 解 。 

枉 被 塑性 加 裁 过 的 各 区 段 分 别 为 区 间 :f0, 瑟 ]、 [二 7] 和 [二 .7], 在 这 些 区 局 曾 达 
到 的 最 大 应 为 a 和 应 变 e 分 别 为 


[9 = 0. = 0 [on = 6, 1 = on 
le 一 E， 一 fy la = (eo=6, (13. 84) 
通过 较 复杂 的 运算 ,可 以 推出 
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图 13. 32 


好 一 to,, Te 一 lo 
p 8 


如 果 闻 性 波 在 。 点 依存 , 则 区 域 8 亦 成 为 塑性 加 载 区 ,同样 可 以 推 册 :5 一 坟 w, 以 此 奖 推 ， 
总 之 有 


Tsimt1) 一 育 o nO 二 12 C13. 85) 
根据 图 13. 32(a) 中 各 个 波 的 几何 关系 ,可 以 求 出 
Ls = Bh, Ls = PAL; “Lr = BL, 《13. 86) 
由 (13. 85) 式 和 (13. 86) 式 推出 
了 (13. 87) 
如 果 作 一 条 双 曲 线 
Gat 一 dal 《13. 88) 


则 区 域 2.4,8、… 的 应 力 mm 均 落 在 这 条 曲线 上 , 见 图 13. 32(b) 所 示 。 
现在 所 研究 的 线性 硬化 杆 在 9 区 完全 印 载 , 即 5 一 vw 二 0, 但 留 有 残余 应 变 ex, 对 于 线 
性 硬化 杆 的 残余 应 变 由 《13.64) 和 13. 84} 式 可 给 出 


医 (Can + Yo) (13. 89) 


gn = 一 二 | 
* lk EE 
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在 村 的 [0 三] 、 [LE Lj、[LLsLsj.[L3;co] 的 残余 应 变 分 别 为 


re 一 | 1 | 
ER 一 Ey 二 上， 一 IE 一 去 | 《as 十 了 了 0) 一 [去 一 襄 | (ao, t Yo) 


一 工 | Y 
El tie) (13. 90) 


ex = = | 一 去 | ke 十 Ts) 


村 的 这 些 残 余 应 变 已 表示 在 图 13. 32(b) 中 。 式 (11.907 和 图 13. 32(b) 可 以 粗略 地 解释 被 
锤子 多 次 打击 的 轩 子 端 所 出 现 的 蘑 菏 顶 现象 , 见 图 13. 3。 


13.12 几 点 重要 内 容 的 概述 


以 上 所 述 的 内 容 为 爆炸 与 冲击 领域 ,例如 爆炸 压 接 导 线 和 爆炸 加 工 等 实践 中 必 备 的 
应 力 波 基础 一 一 维 应 力 应 力 波 理论 。 热 而 应 力 波 的 内 容 湛 潮 , 现 限于 篇 幅 只 论 至 此 。 以 
下 概述 应 力 波 余下 内 容 中 的 几 个 重要 之 点 。 

13. 12. 1 关于 一 维 应 变 

一 维 应 变 连 绪 波 的 控制 方程 组 与 一 维 应 力 连续 波 的 控制 
方程 组 完全 相向 , 即 7 


Dx __ x 0 

2 记 pH 
Dux _ 3cx 《13. 91) WH 
"二 ”证 

Gr 一 Gx lex) 图 13. 33 


其 中 vx、ex、ox 为 质点 运动 方向 ( 即 图 13. 33 所 示 的 总 方向 ) 
的 速 产 . 庶 变 、 应 力 , 其 方 释 组 的 特征 线 及 其 相 容 关系 式 的 形式 同一 维 应 力 的 式 (13. 18) 或 
《13.19) 或 (13. 20), 即 为 


由 一 士 避 出 (13. 92) 
zx 一 十 人 7QEx (13. 93) 
或 - dax 一 士 PoCrdox 《13.94》 


其 中 忧 * 亦 同 一 维 应 力 波 速 局 的 定义 {网 (3.12) 式 ), 即 


ci (13. 95) 


一 维 应 变 的 强 间 断 波 阵 面 上 的 守恒 条 件 全 同一 维 应 力 的 式 (13. 49), 即 
[vx] 二 干 DLexj 
Lex 一 干 PZ Lex] 
[pfe] = Tox + ot) Lex] 
其 中 波 速 多 的 定义 同 (13. 48) 式 , 即 


《13. 96》 
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一 po [ed 
上 由 以 上 论述 看 出 ,一 维 应 力 的 许多 讨论 可 以 照搬 到 一 维 应 变 的 情况 .一 维 应 变 与 一 维 
应 力 所 不 局 的 是 ; 
1. 应 力 应 变 的 维 数 不 同 
全 对 于 一 维 应 力 , 其 应 力 是 一 维 的 ( 即 只 在 一 个 方向 有 左旋) ,而 应 变 是 三 维 的 , 即 应 
力 张 量 z 和 应 变 张 苘 EE 为 


Tx 0 站 Ex Q 0 
EE=|0 0 0i; E=|0 er 0 {13. 98) 
D 0 9 


(13. 99) 
因 对 于 一 维 应 变 , 其 应 力 是 三 维 的 ,而 应 变 是 一 维 的 ( 即 只 有 一 个 方向 存在 应 变 ), 即 
应 力 张 量 王 和 应 变 张 量 卫 为 


《13.97》 


对 于 弹性 变形 而 言 


Tx 0 9: ex 0 0 
2=|10 or I, E=10 0 0 (13. 100) 
: 0 az. D0 0 oo 
对 于 弹性 变形 而 言 
yo 一 ex C13. 101) 


2. 本 构 美 系 与 屁 服 条 件 的 具体 形式 不 同 
不 管 是 一 维 应 力 还 是 一 维 应 变 , 在 弹性 加 载 时 ,它们 都 遵循 广义 胡 克 定律 , 见 
(12.168) 式 ;在 塑性 加 载 时 ,它们 都 满足 密 赛 斯 庆 服 条 件 和 遍 斯 卡 届 服 条 件 , 见 (12. 200) 
式 和 (12.196) 式 。 然 而 ,它们 的 具体 形式 不 同 ， 
中 对 于 一 维 应 力 
ox 一 Eex， |ox| 所 Yo( 弹 性 变形 ) (13. 102) 
gx 二 了 ， |ox| > Yo( 逆 性 加 载 ) 《13. 103) 
其 中 五 为 声 氏 模 量 ,Y。 为 弹性 极限 即 初始 届 服 应 力 ,而 屈服 应 力 了 为 塑性 应 变 sx 或 塑性 
应 变 能 Wb 的 函数 , 即 


了 一 Y(ex) 一 了 pr， 或 了 一 了 (HZ7r) 一 yw 《13. 104) 
波 速 
jE 
i 一 蕊 0， [ax | 过 了 ot 弹性 变形 ) 
1 dox io 一 
= /二 3 一 《13. 105) 
Do dex E, 
Wp, lex | 守 Y( 豫 性 加 载 } 
其 中 塑性 理化 模 量 Ej 为 
_ EYe _ EYwYyw : _dr : dr 
EY BryYYw YT a Yw dy; 3.100) 
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弹性 印 载 规律 


ox 一 oxm + ElEx 一 Exm) C13, 107) 
其 中 xm 一 Txn (RY), Ex 一 Exn(K) 《13. 108) 
网 对 于 一 维 应 变 

ox 一 Eext er 之 了 of 弹性 变形 ) (C13. 109) 
ox 一 二 十 了 Y， ax > Yn( 塑 性 加 载 ) 《13, 110) 

其 中 全 限于 性 多 号 和 和 侧 轨 届时 级 恨 Y。 分 别 为 
互 , 一 外 十 2 = K+3G=— 本 A (13.111) 

4 

KK 二 =G 
2 3 1 

Yo YY (13. 112) 


其 中 拉 梅 系数 4 和 ,以 及 体积 模 量 K 与 前 切 模 量 怠 . 杨 氏 模 量 互 和 党 松 比 > 之 间 的 关系 
为 ( 见 (12.172) {12.173) 和 (12,175) 式 )， 
Ev 


i 全 下风 人 二 (13. 113) 
y=G= 上 (13. 114) 
2K1L 十 号 “ 
+0 
K=A+ yr (13.115) 
流速， 
KK 二 $6 pa 
一 人 | 过， |ox| 壕 Yp( 弹 性 变形 ) 
c= id me (13. 116) 
TN po dex 1 一 
Tp? lex| Yn( 塑 性 加 载 ) 
其 中 塑性 兽 切 刚度 Gp 为 
Ce _ CYwY'w 
Gp 一 TY, 3 + Yr Cc13.117} 
弹性 印 载 规律 ; 
人 = Oxn + Er(Ex 一 Exm) 
四 _ 13.118) 
[oy = oy + milox — Gxm), om = onl KX) 


i—y 

13.12.2 关于 非 一 维 空间 的 弹性 波 

为 了 广泛 深信 了 解 应 力 波 的 多 样 性 以 及 应 力 波 反 射 与 透射 的 复杂 性 , 现 简 介 非 一 维 
空间 中 的 弹性 波 以 及 弹性 波 在 界面 上 的 反射 和 透射 情况 ， 

i， 无限 介质 中 的 弹性 波 

设 介质 是 三 维 无限 ( 没 边界 )、 均 名 各 向 同性 和 线 漳 性 的 介质 ,在 这 种 物质 空间 波 和 的 控 
制 方程 组 为 (在 直角 坐标 村 中 )， 
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{£13.119) 


式 中 的 应 力 张 量 ,车 视 作 皮 欧 勤 一 基 尔 规 夫 应 力 张 量 , 则 运动 方程 就 是 精确 的 , 坟 
(13. 127) 式 。 若 视 作 一 般 张 量 , 则 和 运动 方程 就 有 一 定 的 近似, 在 这 里 是 按 一 般 的 应 力 张 量 
处 理 的 。 

位 移 z 可 以 分 解 成 ,产生 膨胀 (或 压缩 ) 的 位 移 (a), 和 产生 剪 切 (畸变 ) 的 位 移 (uy， 
两 部 分 , 即 

太一 《十 《人 入 (13.120) 

通过 对 线性 方程 (13. 119) 和 (13. 120) 的 一 番 运 算 后 ,可 以 推出 膨胀 位 移 扰 动 的 传播 为 纵 
波 , 即 为 无 旋 波 , 亦 称 作 卫 波 (primary wave) ,该 弹性 波 的 传播 速度 为 


. Cr = NV Er/po 《13. 121) 
推出 前 切 位 移 扰动 的 传播 为 横 波 , 邯 为 等 容 波 , 亦 称 8 波 (secondary wave) ,该 弹性 波 速 为 
Cr = VG/p, (13.122) 


即 在 线 弹 均匀、 各 向 同性 的 无 限 介质 中 位 移 扰 动 -- 般 分 解 成 两 个 独立 的 波 传 播 , 即 B Ci 
速 传播 的 无 旋 波 和 以 Cr 速 传播 的 等 容 波 (Cr<Co)。 这 与 一 维 情 况 不 同 ,在 一 维 线 弹 介质 
中 只 有 纵波 。 


图 13. 34 图 13.35 

2， 斜 入 射 到 界面 的 波 的 反射 和 透射 问题 

对 于 一 维 情况 , 波 都 是 穗 直 地 人 射 到 界 酒 上 , 没有 余人 射 的 问题 .垂直 人 射 的 纵波 反 
射 和 透射 后 亦 为 垂直 界面 的 纵 钼 .在 非 一 维 问题 中 ,对 于 牌 直人 射 到 界面 的 一 种 波 反射 和 
透射 后 亦 为 同 种 波 。 然 而 对 于 做 人 射 到 界面 上 的 波 则 情况 复杂 , 现 以 斜 人 射 到 半 无 限 介质 
表面 的 弹性 波 为 例 说 明 ， 

QD 余人 射 到 自由 面 上 的 一 个 弹性 波 反 射 成 两 个 弹性 波 , 见 图 13. 34 和 图 13. 35 所 示 

根据 以 上 的 方程 可 以 推导 出 人 射 波 . 反 射 波 和 透射 波 间 满足 在 光学 中 的 史 涅 尔 定律 
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(Snell's Jlaw) ,对 于 图 13. 34 所 示 的 情况 , 则 有 
si - i 一 i 即将 Bi 二 启 (C13. 123) 
对 于 图 13. 35 所 示 的 情况 , 则 有 . 
Cr Cr 已 _ 
dnf ™ sng, ™ snk 有 如 有 名 = (13, 124) 
全 一 个 射 人 入 对 到 商 种 介质 分 界面 上 的 弹性 波 反 射 成 两 个 弹性 波 、 透 射 成 两 个 弹性 波 ， 
见 图 13. 36 和 图 13. 37 所 示 。 


图 13. 36 


对 于 图 13. 36 所 示 的 情况 则 有 有 
(CD _ (OT)! CC) _ Cryr _ (Cor 


sinp, sin8, sinfs sing, sinBs C13.125) 
对 于 图 13. 37 所 示 的 情况 则 有 

(Cr) ] (OT) CO ) [ (Cr) CO) 

sinB, sinB, snp snpB， sing, 13.126) 


如 上 论述 了 应 力 波 理论 中 的 某 些 重 要 之 点 。 有 关 应 力 波 理论 的 著作 ,中 外 文书 籍 较 
多 ,其 中 比较 完善 的 基础 理论 作品 应 属 五 筷 立 编著 的 (应 力 波 基础 ,本章 所 述 的 内 容 主 
要 参考 该 书 。 
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附 表 13. 1 压力 或 应 力 单位 换算 表 


1 i 2 
梢 达 因 /厘米 巴 ; 标准 大 气压 千克 力 / 毫 米 * | 千 磅 力 /英寸 
Ps) 《dyneAcma2) (5ar》 crm) | (kgfymanz》 | 《ksi) 
一 -一 -人 一- -- - | 
1P。= 1 19 107S 9. 86932X]10 | 1-9187X10 7 ;1,4504X107’ 
下 
1dyneem3 一 107! 1 10°5 9. B592 江 10. 1.0197 Xx 107 ,1.4504% 10—r 
lbar= 105 105 1 D98592 | 1 的 97X10 | 1. 4504X107! 
一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 
lnm= 1033X10 | 1,0133x10° 1.01383 | 1 | .0332 X10-2 | 1, 4696X 10-? 
2 -| | | 
1 
lkgf/mm?— | 9.8067X105 | 9.8067X107 98, 067 96. 784 1 | 1. 4223 
| 
| cae | 6.8947X107 | 68.947 68. 046 0. 70307 | 1 
t ， 


13.1 在 波 阵 池上 的 守 伍 条件 中 引用 了 址 区 斯 囊 定理 (Maxwell's theoremy) ， 在 证 明 该 定理 时 用 到 
了 : 


d dy 
jsi= [ae 
试 证 明 如 上 等 式 成 立 。 
13.2 一 钱 弹 性 材料 半 无 限 长 夺 X 送 0, 其 届 服 模 限 节 = 5000kgf /cm’, 杨 尖 模 量 二 2 x ioskgf/ 


cm ,密度 w 一 经 /cm ,初始 时 刻 盾 处 于 自然 .静止 状态 。 杆 左 端 工 =0 处 施加 一 渐 加 载荷 如 下 面 的 图 所 
示 。 


ES) 
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【17 画 出 祥 一 :图 ,wu 一 # 图 以 居 co 一 vu 图 ， 

(2) 画 出 + 二 0.2、0. 4, 0. 6ms 时 遍 的 波形 曲线 。 

C3) 学 别 画 出 蚤 =1.2、3m 处 的 时 程 曲线 。 

13,3 一 线性 硬化 材料 半 无 限 长 杆 义 实 0, 应 力 应 变 关 系 如 下 图 之 (ta) 所 示 , 其 中 E 一 2X10kgf/ 
cm El 二 /25.Y = 4000kgt/cm* 一 和 rcmi， 在 持 左 端 X=0 处 施加 如 下 图 之 (b) 所 示 三 种 形式 的 截 
敬 。 


0.05 0.150,.20 itms) 
b) 


题 图 13, 3 


(1) 区 出 站 一 :图 ,wv 一 8 图 以 及 # 一 vw 图 。 

C2) 画 省 = 0.2、0.4、0. 6ms 时 刻 的 被 形 曲线 。 

(3) 竹 出 其 二 0.5、1. 0m 位 置 的 时 程 曲线 。 

13.4 一 递减 硬化 材料 半 无 限 长 福 中 衬 0 其 应 力 应 变 关系 为 ， 


i 当 [ol < 了 时 
上 一 


| 梧 二 | 当 lol >Y 时 
式 中 点 一 2X105kgfyem2 YY 一 4000kgfyen2f 其 中 拉 为 正 . 压 为 负 ) ,4= 107kgfrem:。 在 杆 左 端 和 =0 处 衣 
加 一 载 薪 ,如 下 图 所 示 。 


0 0.1 1(Cn15) 


题 图 13. 才 


《1 画 出 加 一 : 图 ,ww 一 8 图 以 及 zg 一 v 图。 

{2) 曾 出 :==0.23、 0.4、0. 6ms 时 刻 的 波形 曲线 。 

(3) 画 出 义 =1.2.,3m 位 置 上 的 时 程 曲线 ， 

13.5 一 递增 春 化 科 料 兴 无 限 长 杆 X20, 其 应力 应 变 关系 为 : 


| 当 1c| 科 革 时 
te+als 一 和合 | 当 il>Y 时 
式 中 下 ==2x 10 kgffem:、Y 了 二 4000kgf/cm*、 和 4 二 士 10'kgf /fem?*( 其 中 控 为 正 , 压 为 贡 )。 在 盾 左 端 区 =0 处 


施加 一 载荷 ,如 图 所 示 。 


,1 FCms) 


题 回 13.5 


{1) 画 出 天 一 ! 图 ,ww 一 # 图 以 及 一" 图 。 

02) 画 出 t=0.2、0.4、0. fms 时 刻 的 波形 曲线 。 

(3) 画 出 关 =1,2,3m 位 置 上 的 时 得 曲线 。 

13.6 证 明 在 弱 冰 断 弹 作 简 单 总 传播 时 ,外 力作 蕊 全 部 转化 为 质点 动能 和 应 变 能 ,而 且 动 能 和 应 恋 


能 各 古 一 半 。 
13.7 一 半 无 限 长 杆 区 宇 9, 其 杆 端 处 =0 处 施 g a 
加 一 * 突 加 鲁 值 应 力 载荷 o，, 当 其 应 力 应 变 关系 分 别 。 ,| _ 网 到 本 
如 图 中 所 示 四 种 情况 时 , 试 说 有 明 ， : 
(1) 误 速 的 解析 表达 式 。 DIME 
(2) 外 力作 功 和 内 能 ,应 次 能 ,质点 动能 之 风 的 (a) 
关系 (画图 示意 ) 。 ? 
13.8 已 知 递增 硬化 材料 的 应 力 应 变 关系 如 图 。“" 厂 一 一 
所 示 ,表达 式 为 : 
辣 上 < Ey 心 
fa le ey 
rT € 2 tr 


其 中 a=13500kgf/em:, 5 二 0,9, YY 二 18000kgf/em’， 构图 13.7 
吾 一 1,285,700kgfyem2， sy 一 0.014, po 一 8g/emt, 现 设 半 无 限 长 杆 的 一 端 受 如 图 之 (b}y 和 (ce) 所 示 之 恤 荷 。 

(1) 求 出 冲击 波 开 始 形成 的 地 点 和 时 间 , 画 出 :二 0. 13s 之 前 的 光一: 图 发 wo 一 = 图 。 

(2) 求 出 望 性 神 击 波 消失 的 地 点 和 应 力 ; 阁 不 消失 , 求 出 强 间 汤 即 载 扰 动 第 一 次 妃 上 塑性 冲击 波 发 
生 相 互 作用 后 的 冲击 波 强 度 。 

3) 画 出 六 =20m 以 及 站 一 40m 处 的 应 力 时 程 则 线 ， 

13.9 ”相同 材料 弹性 杆 的 共 轴 擅 击 加 图 所 示 , 作 出 一 :图 .o 一 v 图 ,并 确定 其 挤 击 结束 时 间 及 两 
杆 脱 开 时 间 。« 注 意 ,在 两 杆 撞 击 界 处 只 能 受 压 ,而 不 能 承受 拉 应 力 ,) 

13, 10 ”两 相同 材料 弹性 杆 的 共 轴 撞击 加 图 雇 示 。 画 出 天 一 图 和 o 一 v 图 ,确定 隋 杆 分 离 之 后 各 自 
的 整体 飞行 速度 ,并 讨论 与 普通 物理 学 中 关于 碰撞 问题 的 处 理 结 果 有 有 何 异同 . 

13.11 已 知 两 种 材质 的 弹性 杆 4 和 B 的 杨 氏 模 量 、 窗 度 和 届 服 极限 分 别 为 ， 
Ea=0. 6x 10°kgf/em’, pa=2. 4g/em’, Ya=1000kg{/em:, Ea=1. 8X 10°'kgf/cm’, pp="7. 2g/em’. Ya 
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题 图 13.8 
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2400kgfremz。 试 对 图 所 示 四 种 情况 分 别 画 出 于 一 图 各 4 一 v 图 ,并 确定 灌 击 结束 时 间 , 两 样 脱 开 时 间 以 
及 分 离 之 后 各 自 的 整体 飞行 速度 。 


VaO— Bin/sec— wm-0 
L 4 | i _ 
50cm 100cm 
(ay 
vr= Rm/sec— 一 
LDL 8 .|] | 一 一 一 
50sm 190cm 
hh) 
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| | | [人 本 
‘ey 
人 一 BrmAsece Ti 
2 一 站 了 1 一 日 
Ca | 本 一 
[dy 
球 画 13, 11 


13. 12 ”两 根 奢 质 相同 的 弹性 杆 用 环 氧 树脂 轴 向 粘 接 如 图 所 示 。 假定 环 气 树 脂 雇 的 厚度 远 小 于 本 中 
传播 的 应 力 脉冲 长 麻利 杆 长 ,而 其 声 抗 为 杆 烤 声 抗 的 172, 树 巾 的 精 性 暂时 忽 路 不 计 ( 即 按 弹 性 材料 考 
卡 ?。 当 强度 为 m 的 应 力 菠 由 4 杆 传人 时 , 试 说 明 透 射 到 吾 杆 中 的 透射 波 旦 台阶 状 让 形 ,并 求 其 第 一 个 
合 阶 上 应 力 时 和 第 x 个 台阶 上 的 应 力 值 ， 

13. 13 一 线性 询 化 材料 有 限 长 杆 的 m.Co( 弹 性 波 速 ).C+ (塑性 该 速 ? 均 为 已 知 , 其 左 端 和 一 0 处 施 
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题 余 13, i2 

加 如 图 所 示 载 茶 , 图 中 ww>>vy( 届 服 速度 ), 另 一 映 针 =1 固定 ， 试 画 出 上 一 SAC, 之 前 的 区 一 : 图 和 oo 一 vw 
图 ， 

13.14 一 有 限 长 杆 0 所 区 志 1, 其 一 端 辫 二 0 处 施加 一 如 图 所 示 载 茶 ( 详 见 图 )。 试 问 下 列 三 种 情况 
下 ,; 定 杆 子 男 一 问 匡 =1 处 应 分 别 具 有 什么 样 的 边界 载荷 条 性 (用 作 图 法 表示 ) 才 不 会 发 生 波 的 反射 ? 

(1) wo<<vy《 届 服 速 度 }， 即 杆 处 于 弹性 阶段 。 

(2) wo 二 2vy， 材料 为 线性 硬化 材料 。 

(3) sm 三 207; 标 料 为 递 沽 硬化 材料 。 
假定 杆 材 的 弹性 波 速 Co、 逆 性 波 速 Ci 或 Cts) 均 为 已 向 。 


[8] 本 
和 0 1 
题 图 13. 13 图 13.14 
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